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RESUMO 

Os canais com o fundo em degraus são importantes estruturas hidráulicas 

empregadas como parte de sistemas extravasores de barragens, sistemas de 

drenagem, canais para transposição de peixes, entre outros usos. Conhecer as 

características dos possíveis escoamentos em tais estruturas é essencial para 

elaboração de projetos. Neste trabalho foi estudado numericamente o escoamento do 

tipo quedas sucessivas sem formação de ressalto hidráulico em canais com fundos 

em degraus, empregando o modelo multifásico não homogêneo e o modelo de 

turbulência k- ɛ, com o propósito de calcular a altura de escoamento e apresentar 

metodologias para o pré-dimensionamento. A partir dos resultados obtidos nas sete 

simulações numéricas realizadas, com s/l entre 0,0594 e 0,80, onde s é altura e l o 

comprimento dos degraus, foram analisados os perfis da superfície livre, as alturas de 

escoamento e os campos de velocidade ao longo dos canais em degraus. As alturas 

de escoamento ao longo dos canais em degraus apresentaram comportamento 

decrescente a partir do nível crítico, tendendo ao regime quase-uniforme. Com base 

em tal distribuição, propõe-se um modelo simplificado para o cálculo das alturas de 

escoamento e energia dissipada ao longo do canal em degraus. Foi desenvolvida 

também uma formulação adimensional simplificada para o cálculo do comprimento de 

bacias de dissipação por ressalto hidráulico e determinação da respectiva cota de 

fundo. As comparações realizadas entre as soluções numéricas e os dados 

experimentais indicaram haver aderência entre as metodologias. Do mesmo modo, as 

formulações propostas, quando comparadas aos dados experimentais, apresentaram 

aderência com desvios menores que 7% para a maior parte dos dados referentes à 

energia dissipada. Considerando a metodologia para o pré-dimensionamento de 

bacias de dissipação, os desvios resultaram ainda menores. 

 
Palavras-chave: canal em degraus; quedas sucessivas; dissipação de energia; bacia 
de dissipação; simulações numéricas. 

 

 

  



 
 

 

ABSTRACT 

 

The stepped chutes are important hydraulic structures used as stepped spillways, 

drainage systems, for fish passage, among other uses. Knowing the characteristics of 

possible flows in such structures is essential for design. In this work has been studied 

numerically of the nappe flow without hydraulic jump in chutes with different slopes 

were performed using the inhohomogeneous multiphase model and the k-ɛ turbulence 

model, with the purpose of calculating the flow height and presenting methodologies 

for pre-dimensioning. From the results obtained in the seven numerical simulations 

carried out with s/l between 0,0594 e 0,80, where s is height and l is the length of the 

steps, flow profiles and heights, and velocity fields along the stepped chutes were 

analyzed. Flow depths along the stepped chutes decreasing from the critical level, 

tending to the quasi-uniform flow regime. Based on this distribution, it was propose a 

simplified model for the calculation of flow depths and dissipated energy along the 

stepped chutes. A simplified non-dimensional formulation was also developed for the 

calculation length and apron elevation of the stilling basin by hydraulic jump. The 

comparisons made between the numerical solutions and the experimental data 

indicated that there was adherence between the methodologies. Likewise, the 

proposed formulations, when compared to the experimental data, showed adherence 

with deviations less than 7% for most of the data referring to the dissipated energy. 

Considering the methodology for the pre-dimensioning of stilling basin, the deviations 

were even smaller. 

 
Keywords: stepped chute, nappe flow, energy dissipation, stilling basin, numerical 
simulation. 
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1 INTRODUÇÃO  

Escoamentos em queda são encontrados em sistemas fluviais formados ao longo do 

tempo por processos geomorfológicos, como em extremidades de trechos de rios, 

principalmente em regiões de topografia acidentada. Em alguns casos, essas quedas 

d’água naturais podem se assemelhar a canais com o fundo em degraus, como no 

caso daquela conhecida como pancada grande, situada em Ituberá-BA. Há também 

os canais artificiais construídos com o fundo em degraus, entre os quais encontram-

se os canais de sistemas extravasores de barragens ou vertedouros em degraus, os 

canais utilizados para a drenagem, em taludes de rodovias, conhecidos como 

descidas d’água em degraus, as escadarias drenantes usadas como vias de 

pedestres em bairros situados em encostas, canais da arquitetura decorativa, entre 

outras aplicações.  

As estruturas em degraus vêm sendo utilizadas desde a antiguidade, a exemplo do 

canal em degraus da barragem situada em Akarnania, na Grécia, datada de 1300 a.C. 

(CHANSON, 2002). No decorrer dos anos, as características hidráulicas e aplicações 

desses canais foram sendo revisadas e adaptadas conforme os resultados obtidos 

sobre o desempenho dos escoamentos, incluindo a redução de velocidade e 

dissipação de energia. Além disso, também houve uma evolução vinculada ao 

desenvolvimento dos materiais de construção das estruturas.  

Cientistas como Leonardo da Vinci e Johann Bernoulli apresentaram desenhos 

detalhados dos padrões vistos em escoamentos em condutos com paredes 

escalonadas, incluindo o escoamento em quedas sucessivas (RICHTER, 1883; 

BERNOULLI, 1743). No entanto, somente a partir do XX, considerando as publicações 

conhecidas, os degraus passaram a ser projetados com a função de dissipar a energia 

dos escoamentos, sendo que até os dias atuais são predominantemente utilizados 

para esta função quando se trata de vertedouros em degraus e descidas d’água em 

taludes.  

House (1936), Moore (1943) e Rand (1955) realizaram estudos sobre as 

características de escoamentos sobre um degrau, incluindo o alcance do jato, alturas 

de escoamento e dissipação de energia. Mais tarde, Horner (1969) e Essery e Horner 

(1978) apresentaram os resultados de estudos experimentais válidos para condições 
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mais amplas, incluindo resultados sobre os tipos de escoamento hoje conhecidos 

como nappe flow ou escoamentos em quedas sucessivas e skimming flow ou 

escoamento deslizante sobre turbilhões, empregando aqui as traduções para o 

português propostas por Matos e Quintela (1995).  

De acordo com Essery e Horner (1978), Sorensen (1985) e com trabalhos mais 

recentes, como os de Chanson (2002), Boes e Hager (2003) e Chinarasri e Wongwise 

(2004) as características geométricas do canal e a vazão escoada são as variáveis 

que definem os adimensionais empregados para a caracterização dos limites de 

ocorrência de um ou outro regime. Mostram que os escoamentos podem ocorrer de 

três maneiras distintas: em quedas sucessivas com ou sem formação de ressaltos 

hidráulicos no piso dos degraus, em regime de transição ou em regime deslizante 

sobre turbilhões. 

A partir do trabalho de Sorensen (1985), a maior parte dos estudos sobre vertedouros 

em degraus foi motivada pelo crescente uso do concreto compactado a rolo para a 

construção de barragens. Além dos sistemas extravasores de barragens, cabe 

mencionar que em 1980 foi construída a primeira escadaria drenante em Salvador-

BA, no bairro Nordeste de Amaralina (MANGIERI, 2012). O projeto deste tipo de 

estrutura, assim como de descidas d’água em degraus têm se beneficiado do 

conhecimento produzido com as pesquisas sobre vertedouros em degraus, como 

pode ser visto em Simões et al. (2010), Mangieri (2012), Rodrigues et al. (2020) e 

Ribeiro et al. (2021).  

Quando se trata de canais em degraus de barragens, há uma predominância de 

inclinações elevadas, com 1V:0,75H, condição que leva à ocorrência do escoamento 

deslizante sobre turbilhões para as vazões de projeto. Entretanto, mesmo para essas 

estruturas, vazões menores podem corresponder a escoamentos do tipo quedas 

sucessivas. Em barragens com canais em degraus cujos pisos são muito mais 

extensos que os comprimentos dos espelhos, o regime predominante pode ser o 

escoamento em quedas sucessivas, a exemplo do vertedor escavado em rocha, da 

barragem La Grand 2, no Canadá, como indicado em Vischer e Hager (1998). 

Nas últimas três décadas, a maioria dos estudos realizados têm dedicado esforços 

para obtenção de dados experimentais, para a modelagem teórica ou semiempírica 

dos escoamentos e para a modelagem com as equações de conservação de massa, 

Navier-Stokes com médias de Reynolds e modelos de turbulência, empregando 
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recursos computacionais. Nesse período encontram-se, por exemplo, os trabalhos de 

Frizell (1992), Tozzi (1992), Peyras et al. (1991), Chanson (1994b), Matos e Quintela 

(1995), Rice e Kadavy (1996), Chamani e Rajaratnam (1999), Ohtsu et al. (2001), 

Chanson (2001, 2002), Boes e Hager (2003), Sanagiotto (2003), Dai Prá (2004), 

Chinnarasri e Wongwise (2004), Gonzalez e Chanson (2007), Arantes (2007), 

Shahheydari et al. (2014), Khalaf et al. (2014), Conterato (2014), Daí Pra et al. (2016), 

Felder et al. (2019), Rajaei et al. (2020) e Nóbrega et al. (2020).  

Os trabalhos citados no parágrafo anterior apresentam resultados experimentais 

sobre a dissipação de energia promovida pelos degraus, incluindo modelagens com a 

primeira lei da termodinâmica (equação da energia) e a equação de Darcy-Weisbach. 

Essa abordagem resultou em uma variedade de valores e formulações para o fator de 

resistência de Darcy-Weisbach, com resultados entre 0,04 e 5, com pode ser visto em 

Chanson (2002). Tal divergência apontou para a dificuldade em medir a altura de 

escoamento, para a necessidade de fazer distinção entre a região monofásica e 

aquela a jusante do ponto de início da aeração, com intensa mistura de ar e água, 

além da formação de spray. Medições na região aerada, as quais apresentaram 

alturas de escoamento maiores que as alturas de escoamento da região não aerada, 

resultaram em valores para o fator de resistência extremamente elevados, dentro do 

intervalo citado. 

Ademais, estas pesquisas vêm demostrando que um canal em degraus, dependendo 

de suas características geométricas e da vazão vertida, pode chegar a dissipar entre 

60% e 90% da energia disponível a montante da estrutura (TOZZI, 1992; 

SANAGIOTTO, 2003; DAI PRA, 2004). Como consequência dessa elevada dissipação 

de energia, os resultados indicam uma redução dos comprimentos de bacias de 

dissipação por ressalto hidráulico quando implantadas a jusante das estruturas em 

degraus, que poderão ter suas dimensões reduzidas, tanto no comprimento como na 

profundidade da bacia, quando comparadas a aquelas a jusante de vertedouros com 

canais em concreto liso (SANAGIOTTO, 2003). Esse é um aspecto fundamental que 

justifica os estudos sobre o tema, já que o uso de canais em degraus resulta na 

diminuição dos custos de execução do sistema extravasor, gerando uma economia 

significativa nos projetos. 

Os estudos ainda têm evidenciado que o uso de degraus nas estruturas hidráulicas, 

além de proporcionar a redução de velocidade e a maximização da dissipação da 
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energia, também podem ser utilizados para provocar zonas de mistura e aumentar a 

concentração de oxigênio nos escoamentos (MATOS et al., 2015; METCALF; EDDY, 

2016).  

Por outro lado, o aumento na concentração de gás dissolvido a jusante de estruturas 

hidráulicas, como vertedouros de barragens, pode ser prejudicial para a maioria das 

espécies de peixes. A supersaturação total de gás dissolvido (TDG) pode resultar 

numa condição chamada “Trauma da Bolha de Gás” (Gas Bubble Disease - GBD), a 

doença das bolhas de gás que levam à morte de peixes. Os efeitos dos padrões de 

escoamento, dissipação de energia, vazão e modos de operação interferem 

circunstancialmente na TDG e precisam ser verificados quanto às suas decorrências 

no meio aquático (RINDELS; GULLIVER, 1989; ORLINS; GULLIVER, 2000; Qu et al., 

2011; WITT et. al., 2018). 

Os canais em degraus também podem ser utilizados na estabilização de taludes 

contra erosão, em sistemas de drenagem urbana, abastecimento de água e 

esgotamento sanitário e, em alguns casos, emprega-se o gabião para a construção 

dos degraus, como indicado nos trabalhos de Peyras et al. (1992) e Rajaei et al. 

(2020). 

Conhecer o processo e mensurar as variáveis dos escoamentos, sobretudo a energia 

dissipada ao longo do canal em degraus é o ponto chave dos projetos. As falhas de 

concepção e execução, devido à falta de projetos bem concebidos, acarretam sérios 

problemas ambientais, estruturais e favorecem a processos erosivos e perda de 

material de base das estruturas, promovendo uma situação de risco. Desse modo, os 

estudos avançaram e continuam sendo realizados para que as características dos 

escoamentos em canais em degraus sejam conhecidas. 

A ocorrência do regime de escoamento em quedas sucessivas é observada na maioria 

das estruturas hidráulicas, nas escadarias drenantes; em sistemas extravasores de 

barragens com degraus de grandes dimensões, embora menos frequentes; descidas 

d’água em degraus, geralmente construídas em taludes próximos a rodovias; escadas 

de transposição de peixes; escadas de aeração de esgotos; estruturas ornamentais e 

vertedouros com degraus de grandes dimensões (SIMÕES, 2012). Por outro lado, 

desde o trabalho de Rand (1955), relativo ao escoamento sobre um degrau, poucos 

estudos foram conduzidos sobre o escoamento em quedas sucessivas quando 

comparado a quantidade de trabalhos que versam sobre o regime deslizante sobre 
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turbilhões. E ainda os resultados experimentais existentes são restritos a apenas um 

degrau, a degraus formados por gabiões ou possuem lacunas relativas as dimensões 

do canal.  

Acredita-se que isso acontece, principalmente, pelo fato do regime deslizante sobre 

turbilhões se estabelecer predominantemente em sistemas extravasores de 

barragens, estruturas hidráulicas de grande porte, íngremes e de elevadas vazões, 

que possuem importante visibilidade econômica. No entanto, vale apena destacar, 

que qualquer estrutura escalonada se expõe ao regime de escoamento em quedas 

sucessivas sem ressalto hidráulico, pelo menos temporariamente, evidenciando que 

as condições hidráulicas para este tipo de regime precisam ser mais estudadas e 

ampliadas. 

Seguindo uma trilha em direção ao estado da arte sobre o tema, nota-se que há um 

interesse crescente na realização de modelagem e simulação empregando os 

recursos da dinâmica dos fluidos computacional (ou Computational Fluid Dynamics, 

cuja sigla é CFD).  

Nos estudos desenvolvidos por Arantes (2007), Hamedi et al. (2016), Morovati et al. 

(2016), Bai et al. (2017), Patil et al. (2017), Mansoori et al. (2017), Souto et al. (2017), 

Bagatur e Can (2018), Bentalha (2018), Filho (2018), Salmasi e Samadi (2018), Jiang 

et al. (2018), Li et al. (2018), Nóbrega et al. (2020), a dinâmica de fluidos 

computacional mostrou-se uma ferramenta capaz de caracterizar algumas variáveis 

que representam escoamentos em canais em degraus. Esses trabalhos destacam que 

o uso de CFD pode auxiliar na otimização de projetos e, até mesmo, no planejamento 

de ensaios em modelos reduzidos. 

Outro ponto positivo quanto ao uso de modelagens numéricas é a facilidade em obter 

as características dos escoamentos sobre os degraus. Há relatos na literatura sobre 

a dificuldade em determinar por meio de experimentos alguns parâmetros, 

principalmente as alturas de escoamento. Considerando a natureza do escoamento 

médio turbulento e aerado, com presença de outra fase, o qual apresenta uma 

superfície livre de difícil definição devido a interferência das partículas. Os 

equipamentos de medição a laser, doppler e outros ficam suscetíveis a medições 

imprecisas, conforme relatado por Simões (2012), Sanagiotto e Marques (2008), 

Felder et al. (2019).  
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Nas pesquisas mencionadas foram utilizados diversos softwares, arranjos 

geométricos, modelos de turbulência, tipos de malhas e características hidráulicas. 

Diferentes aspectos referentes aos escoamentos em degraus foram estudados, como 

o desenvolvimento de camadas limite, dissipação de energia, aeração do 

escoamento, efeitos de escala, campos de pressão e velocidade, modelos de 

turbulência, entre outros. Entre os resultados obtidos pelos autores citados, nota-se 

que houve boa concordância nas comparações entre os resultados experimentais e 

numéricos para a região monofásica. A simulação do escoamento bifásico do tipo ar-

água, entretanto, continua sendo um desafio, como pode ser visto em Bombardelli et 

al. (2012) e Nóbrega et al. (2020).  

Os poucos estudos numéricos sobre o escoamento em quedas sucessivas (Jahromi 

et al. (2008); Hamedi et al. (2016); Bentalha e Habi (2017); Bagatur e Can (2018)) 

ainda são incipientes e bem específicos, restritos a estudos de casos, em sua maioria. 

Especificamente, não foi encontrado um estudo exclusivo e com informações 

detalhadas de escoamentos multifásicos sobre degraus em quedas sucessivas sem 

formação de ressalto hidráulico, indicando para a necessidade de avanços científicos 

sobre o tema. É nesse contexto que está inserido o presente trabalho. 
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2 OBJETIVOS  

2.1 Objetivo Geral  

Investigar, via dinâmica dos fluidos computacional, o comportamento de variáveis que 

caracterizem os escoamentos em quedas sucessivas sem a formação de ressalto 

hidráulico e propor equações adimensionais para o pré-dimensionamento. 

2.2 Objetivos Específicos 

− Avaliar modelos de turbulência e refinamentos de malhas para simulações 

numéricas de escoamento em quedas sucessivas. 

− Propor uma formulação adimensional que relacione a altura de escoamento, altura 

crítica e grandezas características do canal escalonado para a condição de 

escoamento em quedas sucessivas sem formação de ressaltos hidráulicos. 

− Propor uma formulação adimensional para o pré-dimensionamento de bacias de 

dissipação adequadas a baixos números de Froude (entre 2,5 e 4,5) a jusante de 

canais em degraus submetidos ao regime de quedas sucessivas sem ressalto 

hidráulico. 

− Adaptar uma metodologia para a determinação da cota de fundo da bacia de 

dissipação a jusante de canais em degraus submetidos ao regime de quedas 

sucessivas sem formação de ressaltos hidráulicos. 
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3 REVISÃO DA LITERATURA 

3.1 Breve histórico  

As estruturas em degraus começaram a ser utilizadas há mais de 3.500 anos, 

prioritariamente por civilizações de regiões acidentadas (CHANSON, 2002). 

Pressupõe-se que a estrutura mais antiga foi construída em blocos de pedra numa 

barragem na Akarnanian – Grécia (1.300 a.C.), com altura de 10,5 m, comprimento 

25 m, declividade média de 45° e degraus variando entre 60 e 90 cm de altura, 

conforme pode ser visualizada na Figura 1 (CHANSON, 1995). 

 
 

Figura 1 - Barragem na Akarnanian – Grécia 1300 a.C. 
Fonte: Chanson (1998). 

Ao longo da evolução histórica, as estruturas em degraus foram sendo empregadas 

de forma independente pelas civilizações antigas, por oferecerem estabilidade 

estrutural e facilidade construtiva. No decorrer dos anos, a partir da observação do 

funcionamento e das características geométricas, a sua aplicação foi passando por 

revisões e adaptações, conforme eram identificados os benefícios proporcionados aos 

escoamentos e as estruturas (CHANSON, 1995).  

De acordo com Chanson (1998), somente a partir do século XX os degraus passaram 

a ser projetados com a função de dissipar a energia dos escoamentos, onde o primeiro 

vertedouro em degraus construído com esse novo conceito foi a barragem de New 

Croton, em 1906, nos Estados Unidos, apresentada na Figura 2. 
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Figura 2 - Barragem New Croton, imagem retirada por volta de 1910 
Fonte: Chanson (1998). 

Na primeira metade do século XX, o interesse por estruturas em degraus ainda era 

baixo devido ao seu alto custo de implantação. As obras necessitavam de grandes 

investimentos, motivo que dificilmente pudesse justificar a sua construção diante aos 

benefícios a serem contraídos pelos escoamentos, ainda poucos conhecidos na 

época (CHANSON, 1998).  

No decorrer deste século poucos autores, como Rouse (1936), White (1943), Moore 

(1943), Rand (1955), Horner (1969), Essery e Horner (1978), Stephenson (1979; 

1988), Sorensen (1985), Rajaratnam (1990), Peyras et al. (1991), Tozzi (1992), 

Chanson (1994a) e Rajaratnam e Chamani (1995) se dedicaram a analisar os 

escoamentos sobre os degraus, dando atenção especial às dimensões das estruturas 

e às condições de escoamento. Os trabalhos experimentais e conceituais desses 

autores resultaram em novos progressos à hidráulica de canais em degraus.  

Na década de 1970, as características econômicas da época proporcionaram a 

descoberta e o desenvolvimento de novos materiais e técnicas construtivas, dentre as 

quais se destacaram as estruturas em gabiões e o concreto compactado a rolo para 

a construção de canais em degraus e barragens. Essas novas técnicas construtivas 

impulsionaram o crescimento da implantação de barragens com vertedouros em 

degraus, especialmente o concreto compactado a rolo, pois ofereceram relativa 

facilidade construtiva e redução de custos na construção dos degraus, otimizando a 
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sua utilização (CHANSON, 1995). 

A partir do uso de vertedouros com degraus, em várias barragens espalhadas pelo 

mundo, emergiu a necessidade e despertou o interesse dos pesquisadores em 

estudar as condições hidráulicas dos escoamentos estabelecidos sobre os degraus, 

visando controlar e promover a segurança dos grandes reservatórios de água. Entre 

eles, pode-se citar Matos (1999), Chanson (2002), Sanagiotto (2003), Dai Prá (2004; 

2011), Marques et al. (2007), Simões (2008; 2012), Chafi et al. (2010), Conterato et 

al. (2014), Jahad et al. (2016), entre outros. Diversos estudos em modelos físicos 

foram desenvolvidos, proporcionando a realização de experimentos e produção de 

conhecimento sobre o tema, condição que disponibilizou informações e características 

relevantes quanto ao funcionamento e aplicação dos degraus nas estruturas 

hidráulicas. 

Em 2002 foi publicado estudo numérico sobre escoamentos em vertedouros em 

degraus desenvolvido por Chen et al. (2002), provavelmente o primeiro trabalho 

acadêmico sobre o tema. Em 2005, no Brasil, Arantes e Porto (2005) apresentaram 

resultados de simulações realizadas com recursos da dinâmica dos fluidos 

computacional aplicada a um domínio com características semelhantes à de um 

vertedouro em degraus. Desde então, os resultados de trabalhos científicos voltados 

à simulação numérica de escoamentos em canais e vertedouros em degraus 

passaram a integrar o conjunto de conhecimentos sobre essas estruturas hidráulicas, 

incluindo o uso de diferentes modelos de turbulência e modelos multifásicos em 

tentativas de representar não só a região monofásica, mas também a zona aerada do 

escoamento. 

O estado atual das pesquisas sobre o tema vai além quando se trata das estratégias 

de modelagem numérica e computacional. Recentemente, Nóbrega et al. (2020) 

apresentaram resultados de simulações numéricas empregando a dinâmica 

suavizada de partículas, que é uma forma de representação baseada no uso de 

partículas e não de malhas eulerianas. 

3.2 Características dos Canais em Degraus 

Os canais em degraus são estruturas hidráulicas que possuem fundos escalonados, 

como se fossem escadarias, onde a água escoa em condições de superfície livre 
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(SIMÕES, 2012).  

Os degraus podem ser implantados nas estruturas para diversas finalidades, tais 

como: (i) conter e evitar erosões, principalmente em taludes e áreas de irrigação; (ii) 

canais de transposição de peixes; (iii) estruturas ornamentais; (iv) sistemas de 

abastecimento de água e de esgotamento sanitário; (v) drenagem urbana; (vi) 

recuperação de rios degradados e (vii) canais rápidos de sistemas extravasores de 

barragens. Além disso, podem ser construídos com diferentes tipos de materiais 

(concreto armado, concreto compactado a rolo, pré-fabricados em concreto, gabiões, 

rochas, terras e enrocamentos) e de diversas formas geométricas (pisos em aclive, 

espaçados, com soleiras centrais ou na extremidade à jusante, variação nos formatos 

e tamanhos dos muros laterais), conforme o objetivo a ser alcançado (SIMÕES, 2012). 

A presença dos degraus nas estruturas hidráulicas proporciona a redução de 

velocidade, dissipação de energia, entrada de ar e transferência de massa de 

espécies químicas presentes na água e no ar através da interface ar-água 

(CHANSON, 2002).  

Nos escoamentos sobre estruturas em degraus são gerados altos números de 

Reynolds. Neste caso, as partículas do líquido movem-se em trajetórias irregulares, 

com movimento aleatório, produzindo uma transferência de quantidade de movimento 

entre as regiões da massa líquida (PORTO, 2006). O movimento caótico entre os 

agrupamentos das moléculas do fluido, as forças tangenciais produzidas pelas 

partículas favorecem ao surgimento do escoamento multifásico, que podem ser 

constituídos de uma intensa incorporação de ar (SIMÕES, 2012). Possuem eficiência 

superior na dissipação de energia quando comparadas com estruturas convencionais 

em concreto liso, onde os degraus aumentam a resistência hidráulica ao longo do 

canal e são responsáveis por aumentar a troca gasosa do escoamento 

(RAJARATNAM; CHAMANI, 1995).  

A Figura 3 apresenta alguns exemplos de estruturas hidráulicas com degraus, como 

um pequeno vertedor construído com gabiões (Figura 3a), canais em degraus 

construídos em sistemas de drenagem (Figuras 3b e 3c) e um canal para a 

transposição de peixes (Figura 3d). 
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 (a)  (b) 

 (c)  (d) 

Figura 3 - Estruturas em degraus: a) Vertedouro em degraus em Robina, Gold Coast 
(Austrália), b) Canal em degraus utilizado no sistema de drenagem do Campus II da USP 

em São Carlos, c) Descida d’água em degraus em um talude de rodovia d) Canal da 
Piracema da Barragem de Itaipu no Rio Paraná. 

Fonte: a) Wüthrich et al. (2014); b e c) Simões (2012); d) Soldon (2019). 

Numa queda vertical livre a resistência total do escoamento é influenciada pela 

velocidade, viscosidade, densidade, comprimento e aceleração do fluido devido à 

gravidade (KUMAR et al., 1996). Quando em quedas sucessivas sobre os degraus, o 

regime e as características do escoamento podem ser alterados de acordo com a 

configuração do canal, largura, altura e inclinação da calha; pelas dimensões dos 

degraus, altura do espelho e comprimento do piso; e pelas condições hidráulicas na 

entrada, vazão e velocidade do fluido (RAND, 1955). 

Os pesquisadores Horner (1969), Rajaratnam (1990), Diez-Cascon et al. (1991) e 

Chanson (1994a) classificaram, inicialmente, os escoamentos ao longo dos canais 

com degraus em dois regimes: escoamento em quedas sucessivas (nappe flow) e 

escoamento deslizante sobre turbilhões (skimming flow). Logo depois, os autores 

Ohtsu e Yasuda (1997) sugeriram uma terceira classificação, o regime de escoamento 

de transição (transition flow), embora não tenham apresentado suas características, 
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foram os primeiros a citar sua ocorrência (CHANSON; TOOMBES, 2004). 

Após alguns estudos e verificações de resultados encontrados em experimentos, 

Chanson (2002) propôs uma classificação baseada em três regimes principais: (i) 

escoamento em quedas sucessivas, (ii) escoamento de transição e (iii) escoamento 

deslizante sobre turbilhões. Chanson (2002) também definiu pelo menos dois sub-

regimes para cada tipo de regime.  

3.3 Regimes de Escoamento em Canais com Degraus  

Os três tipos principais de regimes de escoamento, visualmente, se diferenciam pela 

presença de ar entre partes do escoamento de água, perfil da superfície livre e 

ocorrência de escoamentos secundários. No escoamento em quedas sucessivas é 

observada a formação de regiões preenchidas com ar abaixo das lâminas vertentes 

em todos os degraus, sendo que as características do jato são condicionadas à altura 

dos degraus e às condições de aeração. Abaixo dessa região gasosa, entre o espelho 

e o ponto de impacto do jato, ocorre um escoamento secundário com recirculação. No 

regime de transição alguns degraus são preenchidos e outros não por bolsas de ar, 

possuindo oscilações na superfície e intensos respingos. Se diferenciando dos 

demais, o escoamento deslizante sobre turbilhões não desenvolve o acúmulo de ar 

entre degraus e a superfície possui ondulações que não refletem a geometria dos 

degraus. Além disso, há a formação de grandes vórtices entre os degraus 

(CHANSON, 2002). 

Os tipos de regimes de escoamento foram estudados por meio de ensaios 

experimentais em modelos reduzidos por Chanson (1994a), Chamani e Rajaratnam 

(1999), Chanson (2001), Ohtsu et. al. (2001), Boes e Hager (2003), Chinnarasri e 

Wongwise (2004) e Ohtsu et al. (2004), os quais buscaram definir equações, 

características hidráulicas e critérios de ocorrência dos diferentes tipos de regime. 

Simões et al. (2011), buscando confrontar os resultados e delinear os limites entre os 

tipos de regimes de escoamento, fizeram uma comparação e reuniram num gráfico 

(Figura 4) os dados experimentais encontrados pelos autores citados na legenda. As 

análises foram realizadas por meio dos adimensionais s/hc em função de s/l, em que, 

s é a altura do degrau, hc a altura crítica, que por sua vez, depende da vazão 

específica, e l corresponde ao comprimento do piso do degrau. 
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Figura 4 - Classificação dos tipos de escoamento 
Fonte: Simões et al. (2011). 

A Figura 4 mostra que em determinadas regiões do gráfico o tipo de regime de 

escoamento está bem definido, onde a mudança do regime de escoamento em 

quedas sucessivas para um escoamento de transição e em seguida para um 

escoamento deslizante sobre turbilhões, numa estrutura hidráulica com geometria 

uniforme, pode acontecer por meio do aumento da vazão específica ou da declividade 

do canal. Por outro lado, nota-se também que as curvas não coincidem exatamente, 

apresentando, em alguns casos, diferenças significativas. Isto se deve a elevada 

turbulência atrelada aos escoamentos em canais em degraus, condição que dificulta 

sobremaneira a determinação precisa de limiares dessa natureza.  

3.3.1 Escoamento Deslizante sobre Turbilhões  

O regime de escoamento deslizante sobre turbilhões ocorre para valores de h/hc 

abaixo dos limites inferiores apresentados para o regime de transição. Acontecem 

predominantemente em estruturas hidráulicas de declividade acentuada que operam 

com vazões específicas altas, conforme pode ser observado na Figura 4. 

Este regime se constitui na formação de um pseudo fundo formado pelos cantos 

externos dos degraus, onde acima a água desliza (escoamento principal) e abaixo se 

formam os vórtices, os quais são mantidos por meio da transmissão de esforços 

cisalhantes do escoamento principal. O regime começa a se estabelecer e pode ser 

observado quando a cavidade de ar embaixo das quedas livres, característica do 

s
/h

c
 

s/l 
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escoamento em quedas sucessivas, desaparece e quando as ondulações da 

superfície passam a não refletir a geometria dos degraus (CHANSON, 2002). 

A partir da análise da estabilidade dos vórtices formados entre os degraus, Chanson 

(2002) classificou o regime de escoamento deslizante sobre turbilhões em três sub-

regimes:  

a) SK1: escoamento com recirculação instável com interferência esteira-degrau. 

Ocorre em estruturas de menores declividades, onde a superfície livre possui 

ondulações. A cavidade abaixo do pseudo fundo é extensa, causando a formação 

de vórtice instável e de forças de arrasto/ cisalhamento no degrau pela 

interferência esteira-degrau, como ilustrado na Figura 5. 

b) SK2: escoamento com recirculação instável com interferência esteira-esteira. Se 

desenvolve para declividades maiores em relação às que produzem o SK1, é 

observado em ângulos entre 12° a 15° <  < 15° a 25°, tem superfície livre menos 

ondulada e cavidade abaixo do pseudo fundo menos alongada. A esteira formada 

em um degrau interfere na próxima esteira e as forças de arrasto/cisalhamento 

desaparecem do degrau. Esse sub-regime é ilustrado na Figura 6. 

c) SK3: escoamento com recirculação estável. É característico de estruturas mais 

íngremes, possui superfície livre quase sem ondulações e formação de grandes 

vórtices bidimensionais na região abaixo do pseudo fundo, como na Figura 7.  

 

Figura 5 - Recirculação instável com interferência esteira-degrau (SK1) 

                     Fonte: Chanson (2002). 
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Figura 6 - Recirculação instável com interferência esteira-esteira (SK2) 
Fonte: Chanson (2002). 

 

 

Figura 7 - Escoamento com recirculação estável (SK3) 
Fonte: Chanson (2002). 

Ohtsu et al. (2004), por meio de estudo experimental, demostraram que os 

escoamentos deslizantes sobre turbilhões também podem apresentar características 

diferentes em função dos adimensionais s/hc e s/l, declividade. Neste contexto, Ohtsu 

et al. (2004) subdividiram o regime de escoamento deslizante sobre turbilhões em dois 

tipos, tendo apresentado a seguinte descrição: 

a) Perfil Tipo A (19º <  ≤ 55º): o escoamento quase-uniforme apresenta o perfil 

longitudinal da superfície livre praticamente independente do adimensional s/hc e 

é aproximadamente paralelo ao pseudo fundo. 

b) Perfil Tipo B (5,7º ≤  ≤ 19º): o perfil longitudinal da superfície livre não é paralelo 

ao pseudo fundo, apresentando alturas de escoamento variadas entre os degraus, 

podendo assumir certo paralelismo com o piso do degrau em um trecho curto. 

Esse sub-regime corresponde a valores de s/hc maiores quando comparados ao 

do perfil tipo A.  
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A partir da comparação feita por Gonzalez e Chanson (2007) entre as classificações 

propostas para os escoamentos deslizante sobre turbilhões, menciona-se que foi 

encontrada equivalência entre o sub-regime SK1 ao Perfil Tipo A e o sub-regime SK2 

ao Perfil Tipo B. 

3.3.2 Escoamento de Transição 

Com a redução da vazão específica do regime de escoamento deslizante sobre 

turbilhões, permanecendo as condições geométricas do canal em degraus, obtém-se 

o regime de escoamento de transição.  

O escoamento de transição, segundo Chanson (2002), é caracterizado por apresentar 

recirculação de água entre degraus com pequena cavidade de ar próxima à face 

superior do espelho do degrau, formando superfície livre ondulada e respingos de 

água na área de impacto do jato no piso do degrau.  

Neste tipo de regime, já começa a aparecer a influência da queda do jato sobre o piso 

do degrau e é possível observar um ponto de estagnação, como pode ser visualizado 

na Figura 8. O ponto de estagnação é o local onde a velocidade é igual a zero, sendo 

caracterizado também pela elevação da pressão. Considera-se que este ponto divide 

o escoamento em duas regiões. A região de escoamento recirculante, situada a 

montante do ponto de estagnação, e a região de escoamento supercrítico, localizado 

a jusante dele (SIMÕES, 2008; LIN et al., 2007). 

 

Figura 8 - Características do escoamento de transição 

Fonte: adaptado de Chanson (2002).  

O escoamento de transição tem características bem distintas dos escoamentos em 

quedas sucessivas e deslizante sobre turbilhões. É um tipo de escoamento instável 
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de comportamento caótico, com forte areação, pulverização (spray) e respingos de 

água próximo à superfície livre do escoamento, que apresenta flutuações 

hidrodinâmicas que podem gerar esforços adicionais sobre a estrutura do degrau 

(CHANSON; TOOMBES, 2004).  

Chanson e Toombes (2004) subdividiram o escoamento de transição em dois sub-

regimes: 

a) TRA1: escoamento que se desenvolve relativamente para pequenas descargas e 

é caracterizado pela formação de cavidades de ar de tamanho variável sobre os 

degraus. As cavidades de ar aparecem de maneira irregular a jusante do ponto 

de incipiência da aeração, como ilustrado na Figura 9.  

b) TRA2: esse sub-regime ocorre para vazões maiores, numa alternância de 

cavidades de ar com dimensões variadas e vórtices aerados entre os degraus, 

que se formam a jusante do ponto de incipiência da aeração, como indicado na 

Figura 10. Os autores notaram também que a distribuição da fração volumétrica 

de ar apresenta uma forma diferente da observada para o sub-regime TRA1. 

 

Figura 9 - Escoamento de transição (TRA1) 
Fonte: adaptado de Chanson e Toombes (2004). 
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Figura 10 - Escoamento de transição (TRA2) 

Fonte: adaptado de Chanson e Toombes (2004). 

3.3.3 Escoamento em Quedas Sucessivas  

O regime de escoamento em quedas sucessivas é constituído por uma sucessão de 

quedas livres do jato d’água e pela formação parcial ou total do ressalto hidráulico 

sobre os degraus (RAJARATNAM, 1990). O fluido escoa numa série de mergulhos de 

um degrau a outro, onde pode ser vista a formação de uma bolsa de ar sob a lâmina 

líquida em todos os degraus, desde que haja condições para aeração da parte inferior 

da lâmina vertente, evitando que a mesma fique aderida ao espelho do degrau 

(SIMÕES, 2012).  

Esse tipo de regime ocorre em estruturas de degraus longos, declividades e vazões 

específicas baixas (CHANSON, 1994a). É comumente estabelecido em estruturas de 

drenagem urbana, escadas de talude em rodovias, estações de tratamento de esgoto, 

escadarias de transposição de peixes, estruturas ornamentais, escadarias utilizadas 

por pedestres em bairros situados em encostas, conhecidas como escadarias 

drenantes, e em vertedouros de barragens com degraus de grandes dimensões 

(SIMÕES, 2012). 
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Estudos sistemáticos sobre escoamentos em quedas sucessivas ou sobre apenas um 

degrau têm sido realizados desde Rouse (1936), que inicialmente apresentou uma 

relação adimensional entre a altura de escoamento na extremidade do degrau, hb, e 

a altura crítica, hc, dada pela equação hb/hc = 0,715. Mais tarde, Moore (1943) 

investigou experimentalmente escoamentos subcríticos e a energia dissipada por um 

degrau, tendo relacionado a perda de carga na queda com a altura do degrau. No 

mesmo período, White (1943) desenvolveu uma solução teórica para prever a perda 

de carga e propôs expressões baseadas nas equações de conservação de massa e 

quantidade de movimento.  

Em 1955, Rand (1955) apresentou uma metodologia de projeto em seu doutorado 

desenvolvido na Universidade de Karlsruhe. Ele realizou experimentos com 

escoamentos sobre um degrau e, a partir dos seus resultados em conjunto com os de 

Moore (1943), apresentou equações empíricas por meio do parâmetro adimensional 

D = hc/h para descrever as características da queda livre.  

No entanto, nas últimas décadas poucos estudos experimentais foram desenvolvidos 

para este tipo de regime quando comparado ao escoamento deslizante sobre 

turbilhões. As principais pesquisas realizadas, que contribuíram com importantes 

parâmetros para a caracterização do regime em função das variáveis hidráulicas e 

geométricas, foram resumidas no Quadro 1. Além disso, esses estudos colaboraram 

para a descrição dos perfis da superfície livre e possíveis oscilações da lâmina 

vertente, auxiliaram nos cálculos de concentração de ar, energia dissipada, pressões 

médias e de flutuações de pressão.  

Quadro 1 – Estudos experimentais em escoamentos em quedas sucessivas 

Referências 
Padrões de 

escoamento 

Mudança de 

regime de 

escoamento 

Dissipação 

de energia 

Propriedades 

do 

escoamento 

de ar e água 

Aeração Comentários 

Horner (1969);  

Essery e 

Horner (1978)  

    

Degraus 

planos e 

inclinados. 

Essery et al. 

(1978)  
    

Degraus 

planos e 

inclinados. 

Stephenson 

(1979)  
    

Vertedor em 

degraus de 

Gabião. 
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Referências 
Padrões de 

escoamento 

Mudança de 

regime de 

escoamento 

Dissipação 

de energia 

Propriedades 

do 

escoamento 

de ar e água 

Aeração Comentários 

Sorensen 

(1985)  
    

Modelo da 

Barragem 

Monksville. 

Stephenson 

(1991)  
    

Modelo do 

Vale de 

Kennedy’s. 

Peyras et al. 

(1992)  
    

Vertedor em 

degraus de 

Gabião com 

várias 

modificações. 

Pinheiro e 

Fael (2000)  
    

Dados de 

vários 

degraus. 

Chanson e 

Toombes  

(2002)  

      

Chinnarasri e 
Wongwises  
(2004)  

    

Degraus 

inclinados 

para cima, 

pisos em 

aclives. 

Toombes e 

Chanson  

(2005)  

    

Dados de 

vários e um 

degrau. 

Takahashi et 

al. (2007)  
    

Dimensões 

conforme 

Ohtsu et al. 

(2004). 

Baylar et al. 

(2007)  
      

Toombes e  

Chanson  

(2008a, b)  

    

Dados de 

vários e um 

degrau. 

Jahromi et al. 

(2008) 
    

Dados de 

vários 

degraus. 

Renna e 

Fratino (2010)  
      

Khalaf et al. 

(2014)  
    

Seção 

transversal 

do canal 

semicircular. 
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Referências 
Padrões de 

escoamento 

Mudança de 

regime de 

escoamento 

Dissipação 

de energia 

Propriedades 

do 

escoamento 

de ar e água 

Aeração Comentários 

Felder et al. 

(2019) 
    

Degrau 

horizontal de 

alvenaria. 

Fonte: adaptado de Felder et al. (2019) 

A expressão da trajetória do escoamento em quedas sucessivas num degrau na 

horizontal pode ser deduzida a partir das equações de conservação de massa e da 

equação da quantidade de movimento (ou Segunda Lei de Newton) (CHANSON, 

1994a).  

Na modelagem do escoamento, considerando o escoamento aerado com bordas do 

jato não se desintegrando em pulverização, direção do escoamento à beira do degrau 

sendo quase horizontal, desprezando as forças de cisalhamento nas superfícies e 

supondo que a velocidade é constante no volume de controle, Chanson (2002) obteve 

as equações (1 a 6). O autor também afirma que as expressões são válidas para 

qualquer tipo de condições de entrada e escoamentos lentos ou rápidos. O tempo 

para o jato alcançar a superfície livre no degrau seguinte, T, a espessura do jato, di, e 

a sua velocidade, Vi, na posição de intercessão com o escoamento de recepção, e o 

ângulo formado na cavidade de ar entre o jato e a horizontal, , podem ser calculados 

pelas seguintes equações, apresentadas por Chanson (2002): 

dp= - (
1

2
) * g * T

2
+ (s+

hb

2
)                                                                                           (1) 

 

di

hc

= [(
hc

hb

)
2

+2
s+

hb

2
-dp

hc

)]

-1/2

                                                                                      (2) 

 

Vi

Vc

= √(
hc

hb

)
2

+2
s+

hb

2
-dp

hc

                                                                                             (3) 

 

Ld

s
= (

hc

s
)

3 /2

*√
s

hb

*√1+2
s

hb

                                                                                                               (4) 
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tan θ =√2 *√
hb

hc

* √
s+

hb

2
-dp

hc

                                                                                        (5) 

                                                                                                                                     

dp

di

= √1+2
Vi

2

g di

(1- cos θ )                                                                                             (6) 

Nas quedas sucessivas, o escoamento pode ser supercrítico e subcrítico ou 

inteiramente supercrítico no piso dos degraus. De acordo Felder et al. (2019), a 

maioria dos escoamentos nestas condições ocorrem sem ressaltos hidráulicos, sendo 

supercríticos em todo o canal. Quando acontece o primeiro caso, o ressalto hidráulico 

aparece logo após o ponto de impacto do jato (PEYRAS et al., 1992).  

Chanson (1994a), observando o comportamento dos escoamentos quanto a formação 

de ressalto hidráulico, subdividiu o regime em três tipos: (i) escoamento com ressalto 

hidráulico plenamente desenvolvido (NA1), (ii) escoamento com ressalto hidráulico 

parcialmente desenvolvido (NA2) e (iii) escoamento sem ressalto hidráulico (NA3).  

A ocorrência do sub-regime NA1 foi estudado por Chanson (1994a), que avaliou o 

alcance do jato (Ld) e o comprimento do ressalto (Lr) num intervalo 0,2 ≤ s/l ≤ 6, em 

degraus com pisos horizontais. O autor apresentou o limite de ocorrência para o sub-

regime NA1 equação 7. Nos canais com declividades relativamente altas (s/l > 0,5), 

foi verificado que o sub-regime NA1 só ocorrerá para vazões muito pequenas, de tal 

maneira que o aumento da vazão provocaria o desaparecimento do ressalto hidráulico 

pelo seu deslocamento para jusante a uma distância que supera o comprimento do 

piso do degrau. 

hc

s
< 0,0916 (

s

l
)

-1,276

                                                                                                    (7) 

Chanson (2002), buscando definir os limites de transição entre os sub-regimes em 

quedas sucessivas, comparou dados experimentais encontrados por Horner (1969), 

Pinheiro e Fael (2000) e a equação (7), relativos a degraus com pisos na horizontal e 

em aclive para escoamento em transição NA2-NA3. Como resultado, a Figura 11 

mostra a transição entre os sub-regimes NA2 e NA3, e o limite para ocorrência do sub-

regime NA1.  
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Figura 11 - Transição entre NA2 e NA3 e limite para ocorrência do NA1 
Fonte: Adaptado de Chanson (2002). 

3.3.3.1 Escoamentos com ressalto hidráulico (NA1) 

O escoamento em quedas sucessivas com ressalto hidráulico plenamente 

desenvolvido é caracterizado pela ocorrência da profundidade crítica a montante da 

extremidade final do piso do degrau (CHANSON, 2002). Neste tipo de sub-regime, as 

condições de escoamento nas proximidades da beira do degrau são modificadas, 

passando de subcrítico para crítico e para supercrítico. 

De acordo Felder et al. (2019), os escoamentos em quedas sucessivas com ressalto 

hidráulico são regulares e apresentam um padrão monofásico a montante de cada 

uma das bordas dos degraus, seguidos de jatos bidimensionais que colidem nas faces 

dos degraus seguintes. Os autores comentam que o impacto do jato produz uma 

pequena aeração, além do preenchimento com uma pequena camada de água abaixo 

do jato e, a jusante deste, ocorre um ressalto e a consequente transição do 

escoamento supercrítico para subcrítico. 

A profundidade crítica se estabelece, segundo Chow (1959), numa distância da quina 

do degrau de aproximadamente 3hc a 4hc e pode ser calculada pela equação 8, 

apresentada por Rouse (1936) que relaciona hc e a altura de escoamento situada em 

cima da quina do degrau (hb): 

hb= 0,715 hc                                                                                                                                               (8) 

h
c
/s

 

s/l 
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A Figura 12 apresenta o desenho esquemático do escoamento em quedas sucessivas 

com ressalto hidráulico plenamente desenvolvido, com a indicação das variáveis 

relevantes. 

 

Figura 12 - Desenho esquemático do escoamento em quedas sucessivas com ressalto 
hidráulico plenamente desenvolvido (NA1). 

Fonte: Simões (2008). 

Nas estruturas com pisos horizontais e lâmina vertente arejada, Rand (1995) e 

Chanson (2002) recomendam o uso das equações de 9 a 12 para o cálculo das 

variáveis h1, h2, dp e Ld. 

h1

s
= 0,54 (

hc

s
)

1,275

                                                                                                                                (9) 

 

h2

s
= 1,66 (

hc

s
)

0,81

                                                                                                                                 (10) 

 

dp

s
= (

hc

s
)

0,66

                                                                                                                                         (11) 

 

Ld

s
= 4,30 (

hc

s
)

0,81

                                                                                                                                 (12) 

Para o cálculo da espessura e da inclinação da lâmina vertente na interseção entre a 

zona de recirculação e o jato, Chanson (2002) indica as equações 13 e 14. 

di

s
= 0,687 (

hc

s
)

1,483

                                                                                                                             (13) 
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tan θ = 0,838 (
hc

s
)

-0,586

                                                                                              (14) 

O comprimento do ressalto (Lr) pode ser obtido de diferentes maneiras na literatura. 

Diante de numerosos estudos sem um consenso sobre a definição desta variável, 

Simões (2008) recomenda a utilização dos dados dos trabalhos desenvolvidos por 

Bradley e Peterka (1957) e Hager et al. (1990) para seu cálculo. A equação 15 foi 

formulada com base em experimentos de ressalto hidráulico estabelecido a jusante 

de uma comporta e distribuição de pressões aproximadamente hidrostática. 

Lr

h1

= αrtgh (
Fr1

αr

) -12                                                                                                  (15) 

Onde a variável r depende da razão entre o conjugado supercrítico e a largura do 

canal, sendo que r = 20 se h1/B<0,1 e r = 12,5 se 0,1 ≤ h1/B ≤ 0,7, a função tgh é a 

tangente hiperbólica e Fr1 o número de Froude na seção de escoamento supercrítico.  

Nos escoamentos NA1, se o ressalto estiver localizado próximo do local de impacto 

do jato com o piso (onde a distribuição de pressões não é hidrostática), o comprimento 

do rolo poderá ser diferente do calculado por esta equação (SIMÕES, 2008). 

3.3.3.2 Escoamento com ressalto hidráulico parcialmente desenvolvido (NA2) 

O escoamento com ressalto hidráulico parcialmente (NA2) é estabelecido quando a 

extensão do piso do degrau for menor que a soma do alcance do jato e do 

comprimento do ressalto, onde o fluxo não colide totalmente na superfície do degrau 

e se dispersa com considerável turbulência (PEYRAS et al., 1992).  Neste caso, 

apenas uma parte do ressalto ocorre no piso do degrau, não sendo possível originar 

um escoamento com ressalto hidráulico plenamente desenvolvido, ver Figura 13.  
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Figura 13 - Escoamento em quedas sucessivas: ressalto hidráulico parcialmente 
desenvolvido (NA2). 

Fonte: adaptado de Chanson (2002). 

De acordo com Peyras et al. (1992), para uma avaliação preliminar, as equações de 

Rand (1955) destinadas ao sub-regime NA1 podem ser aplicadas ao sub-regime 

(NA2). A literatura sobre esse sub-regime apresenta lacunas em relação ao 

posicionamento do ressalto hidráulico, especialmente em relação à fração que 

permanece sobre o piso. 

3.3.3.3 Escoamento sem ressalto hidráulico (NA3) 

O sub-regime em quedas sucessivas sem formação de ressalto ocorre para vazões 

relativamente mais altas e em canais com pisos mais curtos ou em aclive, possui 

características que impossibilita a formação do ressalto hidráulico. Os escoamentos 

apresentam uma sucessão de jatos aproximadamente semelhantes e totalmente 

ventilados desde que existam aeradores construídos na borda superior de cada 

espelho, podendo ser observadas instabilidades, aeração ao longo do escoamento e 

recirculação abaixo do jato (CHANSON, 2002; FELDER et al., 2019). 

O escoamento principal é supercrítico ao longo do canal e possui características 

tridimensionais com região a jusante do impacto do jato no piso altamente aerada, 

onde as condições críticas não são observadas próximas a lâmina vertente do degrau, 

como ilustrado na Figura 14. São escoamentos que possuem comportamento 

parecidos aos escoamentos de transição (CHANSON, 2002). 
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Figura 14 - Escoamento em quedas sucessivas: sem ressalto hidráulico (NA3) 
Fonte: Adaptado de Chanson (2002). 

As características da trajetória dos jatos produzidos com a ocorrência deste regime 

podem ser estimadas utilizando-se as equações 1 a 8. No entanto, por conta das 

instabilidades proporcionadas pelo tipo de escoamento é recomendado que as 

propriedades hidráulicas sejam estudadas rigorosamente (CHANSON, 2002). 

Nos escoamentos em quedas sucessivas sem ressalto hidráulico, em cada queda, o 

impacto produz spray (gotículas de água dispersas no ar) e propagação de ondas de 

choque oblíquas (ondas cruzadas) que se interceptam mais a jusante na linha central 

do canal. Na parede lateral são observadas ondas estacionárias com a altura máxima 

tão grande quanto à altura do degrau (CHANSON, 1998). 

A Figura 15 demonstra esquematicamente a direção e propagação das ondas de 

choques oblíquas. 

 

Figura 15 – Propagação de ondas em escoamento sem ressalto hidráulico (NA3) 
Fonte: Adaptado de Chanson (1998). 

Chanson (2002) analisou alguns resultados de pesquisas realizadas por Horner 

(1969) e no laboratório da Universidade de Queensland, na Austrália, e apontou que 

os escoamentos até o primeiro degrau apresentaram características bidimensionais e 
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pouca incorporação de ar. O autor comenta que na primeira queda livre, sobre o 

segundo degrau, a jusante do local de impacto, foi desenvolvida uma intensa 

turbulência. No degrau 2 e algumas vezes no degrau 4, destacou-se o 

desenvolvimento de ondas de choque, além da presença de ondas transversais no 

degrau 3. 

A partir do primeiro até o terceiro ou quarto degrau, Chanson (2002) classificou o 

escoamento em rapidamente variado e nomeou a região de zona de estabelecimento 

do escoamento. Nos degraus da zona de estabelecimento do escoamento foram 

observadas ondas de choque e ondas posicionadas nos muros laterais num padrão 

tridimensional. Na sequência, nos degraus seguintes, a jusante desta zona, o 

escoamento se modifica para gradualmente variado com características distintas entre 

os degraus, definida anteriormente por Horner (1969) como zona de escoamento 

uniforme. 

Para os casos de degraus em aclive, Horner (1969) ainda destaca que pode acontecer 

a zona chamada de categoria de transição, a qual é caracterizada por possuir 

escoamento supercrítico nos primeiros degraus, região com escoamento em quedas 

sucessivas sem ressalto hidráulico, seguido por região do tipo de sub-regime NA1 ou 

NA2. 

A Figura 16 apresenta o esquema longitudinal da superfície livre e a fragmentação do 

escoamento NA3 em três regiões, classificação proposta por Chanson (2002).  

 

Figura 16 - Escoamento sem ressalto hidráulico (NA3) 
Fonte: adaptado de Chanson (2002) apud Simões (2008). 
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3.3.3.4 Dissipação de Energia 

Os escoamentos em canais e vertedouros em degraus ocorrem com elevados 

números de Reynolds. Considerando o escoamento em quedas sucessivas, além do 

cisalhamento associado à interação entre a água e o contorno sólido, autores como 

Rajaratnam (1990), Peyras et al.  (1992) e Chanson (2002) apresentaram dados 

experimentais que indicam a ocorrência de dissipação de energia associada à 

formação de ressaltos hidráulicos sobre os pisos, ao impacto do jato com o piso ou o 

próprio escoamento que recepciona o jato, recirculação abaixo do jato e sua dispersão 

no ar. 

Quando se trata do escoamento deslizante sobre turbilhões, observações 

experimentais realizadas por Tozzi (1992), Sanagiotto (2003), Dai Prá (2004) e 

Simões (2012), entre outros autores, mostram que ocorre um escoamento principal 

sobre os degraus, que funcionam como se fossem uma macro rugosidade. Entre 

degraus se estabelecem grandes vórtices mantidos devido à interação cisalhante com 

o escoamento principal. A superfície livre em posições mais a montante geralmente é 

lisa e bem definida, uma vez que há apenas água escoando e a camada limite 

apresenta espessura inferior à altura de escoamento. Na posição em que a camada 

limite apresenta espessura igual à altura de escoamento, a intensa turbulência 

desenvolvida em seu interior produz oscilações na superfície livre que resultam na 

incorporação de ar através da formação de pequenas ondas e os seus 

correspondentes tombamentos, além de ejeções e reentradas de gotas e volumes 

líquidos disformes (SIMÕES, 2012). 

Cada um dos fenômenos descritos contribui para a ocorrência da dissipação de 

energia sob a forma de calor. De maneira simplificada, em uma abordagem 

macroscópica, nas estruturas escalonadas a perda de carga total é igual a diferença 

entre a carga hidráulica total a montante (Hmáx) e a carga residual (Hres) no final do 

canal. O seu cálculo pode ser realizado utilizando a equação da energia para um 

volume de controle com uma entrada e uma saída, admitindo condições críticas no 

início do canal, escrita com a seguinte forma (equação 16) (SORENSEN, 1985):  

Zm+
3

2
hc= Zj+hb+

q2

2ghb
2

+∆H                                                                                                             (16) 

A variável Zm corresponde à cota geométrica do patamar superior (ou a crista do 
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vertedor) e Zj é a cota de um piso qualquer abaixo do patamar superior, sendo Zm – Zj 

= Z e Hmáx = Z+1,5hc, conforme apresentado no desenho esquemático na Figura 17.  

 

Figura 17 – Desenho Esquemático de um escoamento em quedas sucessivas.  

Considerando o plano horizontal de referência no patamar superior (Zm = 0) e o eixo 

vertical Z positivo quando aponta para baixo, hb a altura de escoamento na 

extremidade do piso, q a vazão específica (hc³ = q²/g), g a aceleração da gravidade 

igual (9,8 m/s²) e H a perda de carga, isolando H e dividindo por hc, obtém-se a 

equação 17: 

∆H

hc

= 
Z

hc

+
3

2
- (

hb

hc

+
hc

2

2hb
2
)                                                                                             (17) 

A energia residual é Hres = Z+1,5hc –H, representada de forma adimensional na 

equação 18 (RAJARATNAM; CHAMANI, 1995): 

Hres

hc

= 
hb

hc

+
hc

2

2hb
2

                                                                                                          (18) 

Equações adicionais, semelhantes às de Chanson (2002), para a perda de carga e 

energia residual podem ser escritas dividindo H por Hmáx = Z+1,5hc, como 

apresentado a seguir, nas equações 19 e 20: 

∆H

Hmáx

= 1- 

(
hb

hc
+

hc
2

2hb
2)

 (
Z
hc

+
3
2
)   

                                                                                                (19) 
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Hres

Hmáx

= 

(
hb

hc
+

hc
2

2hb
2)

 (
Z
hc

+
3
2
)   

                                                                                                    (20) 

A energia dissipada nos escoamentos que incluem a formação de ressaltos 

hidráulicos sobre degraus com pisos horizontais e lâminas vertentes com a parte 

inferior bem arejada e em contato com a pressão atmosférica, tipo NA1, foi calculada 

por Chanson et al. (2015) empregando a equação de Rand (1955), válida para 0,045 

< hc/s < 1, representada pela equação 21.  

h1

s
= 0,54 (

hc

s
)

1,275

                                                                                                   (21) 

Substituindo a equação 21 na equação 19 e considerando h1 = hb, obtém-se a equação 

22 para uma estrutura sem comporta.  

∆H

Hmáx

= 1- 
0,54 (

hc

s
)

0,275

+1,714 (
hc

s
)

-0,55

 

 (
Z
hc

+
3
2
)   

                                                                 (22) 

No caso de canais controlados por comportas posicionadas à montante, em que Hmáx 

= Z + H0, tem -se a equação 23. 

∆H

Hmáx

= 1- 
0,54 (

hc

s
)

0,275

+1,714 (
hc

s
)

-0,55

 

 (
Z
hc

+
Ho

hc
)   

                                                                  (23) 

Os escoamentos tipo NA2 são poucos conhecidos e pesquisados. Para a realização 

dos cálculos da perda de carga, Peyras et al. (1992) recomendam o uso das equações 

16 a 23 em caráter preliminar, no entanto destacam a necessidade de estudos 

adicionais e mais criteriosos para a elaboração de projetos. 

As equações 24 e 25 caracterizam a energia residual a jusante dos escoamentos NA3, 

as quais foram originadas por meio de dados experimentais de Horner (1969), canal 

com  = 22,8° e s = 0,45 m, Pinheiro e Fael (2000), para dados de  = 18°  = 14° e 

s = 0,5 m e Chanson (2002), com dados obtidos para  = 3,4° e s = 0,143 m.  
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Hres

hc

= 6,0 (
Z

hc

)
-3,0

 (para 2 < Z/hc < 20)                                                                        (24) 

 

Hres

hc

= 3,34 (
Z

hc

)
-0,027

 (para 30 < Z/hc < 75)                                                                 (25) 

Felder et al. (2019), de forma distinta, analisando o desempenho da energia residual 

para o sub-regime NA3 em função da fração de vazio (C), numa faixa de descargas 

0,162 ≤ hc/s ≤ 0,692 e s = 0,5m, apresentou a equação 26. 

Hres= ∫ (1- C)
Y90

0

hy+
q2

2*g* (∫ (1- C)
Y90

0
hy)

2
                                                               (26) 

De maneira geral, sem fazer referência aos sub-regimes de escoamentos em quedas 

sucessivas, Chamani e Rajaratnam (1994) utilizando informações das pesquisas de 

Horner (1969), para 0,421 ≤ h/l ≤ 0,842, sugeriram as equações 27 a 29. Os autores 

em suas expressões consideraram a existência de um parâmetro adimensional, o qual 

representa uma proporcionalidade na energia dissipada por degrau (’), e N a 

quantidade de degraus.  

Hres= (1- ’)N (s+1,5hc)+h ∑(1- ’)i

N-1

i=1

                                                                         (27) 

 

∆H

Hmáx

≈ 1- 

(1- ’)N [1+1,5
hc

s
]+ ∑ (1- ’)iN-1

i=1  

 N+1,5 (
hc

s
)   

                                                               (28) 

 

’= a - b log (
hc

s
)                                                                                                         (29) 

Onde os coeficientes a e b da equação de proporcionalidade da energia dissipada por 

degrau (’) podem ser encontrados pelas equações 30 e 31. 

a = 0,30 - 0,35 (
s

l
)                                                                                                     (30) 

 

b = 0,54 - 0,27 (
s

l
)                                                                                                     (31) 

Observando as expressões encontradas pelos diferentes autores, referentes ao 
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regime de escoamento em quedas sucessivas, os quais relacionaram os 

adimensionais H/Hmax,, hc/s e Z/hc, foi possível identificar que a variação da energia  

dissipada tem relação direta com altura do canal em degraus e é inversamente 

proporcional a vazão.  

A Figura 18 apresenta uma comparação dos resultados encontrados por Essery e 

Honner (1978), Pinheiro e Fael (2000), Chanson e Toombes (2002), Chinnarasri e 

Wongwises (2004), Renna e Fratino (2010), Felder et al. (2019), e pelas equações 22 

e 27, anteriormente citadas, que foram desenvolvidas por Chanson (2002) e Chamani 

e Rajaratnam (1994), respectivamente. 

 

Figura 18 – Dados de estudos e das equações 22 e 27 para dissipação de energia. 

Fonte: adaptado de Felder et al. (2019). 

3.3.3.5 Os esforços hidrodinâmicos sobre os degraus. 

Nos escoamentos em quedas sucessivas os maiores esforços acontecem no local de 

impacto do jato com o piso, sob o ressalto hidráulico e no espelho do degrau quando 

a região da cavidade de ar não estiver devidamente ventilada (CHANSON, 2002). 

Estas regiões precisam ter atenção especial, devem ser reforçados e ter dispositivos 

de proteção, a fim de se evitar problemas estruturais por fadiga, cavitação, 
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ressonância, sobrepressões e subpressões. 

Daí Pra et al. (2016) destacam que a aeração dos escoamentos sobre degraus é um 

dos fatores mais relevantes para a estabilidade da estrutura. Especificamente, nos 

escoamentos em quedas sucessivas, as cavidades de ar formadas abaixo da lâmina 

vertente possuem a função de manter o equilíbrio dos esforços adicionais e impedir a 

ocorrência de valores de pressão menores que a atmosférica, e possível ocorrência 

do fenômeno da cavitação. As subpressões são responsáveis pelas oscilações na 

lâmina vertente, que provocam a alteração do jato e causam vibrações fortes nas 

estruturas (SIMÕES, 2008). 

A cavitação ocorre quando o escoamento gera pressões da ordem de grandeza da 

pressão de vapor do líquido. As zonas de baixa pressão originam bolhas ou cavidades 

de água vaporizada que entram em colapso num processo de implosão (PORTO, 

2006). 

A fim de se conhecer os pontos de maiores e menores intensidades da velocidade 

numa queda livre, Rajaratnam e Chamani (1995) e Lin et al. (2007) estudaram os 

perfis de velocidade do jato em queda que fica em contato com a pressão atmosférica 

e da parte do jato que interage de forma deslizante ou cisalhante com a região de 

recirculação entre degraus, como indicado na Figura 19a. Os autores observaram em 

seus experimentos a ocorrência de um escoamento turbulento na região de 

recirculação, a qual começa a ser originada a partir de um ponto de estagnação (Lp) 

localizado no piso do degrau, tal como ilustrado com a fotografia da Figura 19b.  

 

a) 
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Figura 19 – Região de jato deslizante e piscina.  

Fonte: adaptado de Lin et al. (2007). 

Lin et al. (2007) observaram também que o jato de queda nunca entra totalmente na 

piscina, mas desliza por ela, formando uma grande camada cisalhante de elevado 

gradiente de velocidade que, por sua vez, causa um grande efeito de arraste. As 

Camadas de cisalhamento são originadas como resultados da troca de quantidade de 

movimento entre o jato e a piscina, sendo responsáveis por uma extensa mistura e 

por parcela da perda de energia na queda do jato (MOORE, 1943).  

De acordo com Lin et al. (2007), a distribuição de velocidade através do jato é quase 

uniforme, embora o jato acelere ao longo de sua trajetória, deslizando sobre a piscina 

após seu cruzamento. No jato queda, perto da superfície superior, a velocidade 

aumenta à medida que o jato se move a jusante por conta da aceleração gravitacional. 

Por outro lado, foi mostrado que o grande gradiente de velocidade formado pelo 

cisalhamento entre a piscina e jato deslizante diminui na proporção que ele vai se 

movendo mais para jusante. Fato atribuído ao contato do jato com a mistura turbulenta 

situada na piscina ao longo da camada de cisalhamento.  

No estudo de Lin et al. (2007), ainda é enfatizado que a velocidade média máxima do 

jato deslizante é influenciada principalmente pelo efeito gravitacional e não pela 

profundidade crítica da água a montante do escoamento. Desta maneira, sendo 

possível afirmar que à medida que o jato se move a jusante as trocas de momentos 

entre o jato deslizante e a piscina, resultam na dissipação de energia devido a extensa 

zona mistura e recirculação turbulenta. 

Na colisão do jato com o piso podem ser observadas pressões maiores que os 

b) 
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esforços hidrostáticos (SIMÕES, 2008). A partir de análises experimentais, Chanson 

(2002) observando o escoamento sobre um degrau, propõe o cálculo da pressão 

média de estagnação (Ps) no piso do degrau pela equação 32. 

Ps- Patm

ρ.g.s
= 1,253 (

hc

s
)

0,349

                                                                                           (32) 

Assim como, os valores instantâneos em torno da pressão média de estagnação, 

máximos e mínimos, podem ser encontrados pelas equações 33 e 34. 

Pmáx= Ps+0,9 ρ
Vi

2

2
                                                                                                    (33) 

 

Pmín= Ps+0,6 ρ
Vi

2

2
                                                                                                     (34) 

Na ocorrência de escoamentos NA1, a presença do ressalto hidráulico causa intensas 

flutuações de velocidade e pressão com distribuição aproximadamente hidrostática, 

que se diferenciam nas arestas (SIMÕES, 2008). Para esse sub-regime, considerando 

a velocidade do escoamento torrencial e a pressão hidrostática na seção, Chanson 

(2002) recomenda o uso das equações 35 e 36: 

Pmáx
Ressalto

= Phid+0,6 ρ
V1

2

2
                                                                                            (35) 

 

Pmín
Ressalto

= Phid- 0,4 ρ
V1

2

2
                                                                                            (36) 

A partir dos dados experimentais de Toombes (2002), o qual fez medições de 

pressões na cavidade de ar formada na primeira queda, Simões (2008) desenvolveu 

a equação 37, empregando o método de mínimos quadrados. Este mesmo autor, 

ainda verificou que os valores máximos de pressão foram em média 6% maiores que 

os mínimos medidos experimentalmente, recomendando para o cálculo das pressões 

máximas a equação 37 multiplicada por 1,06.  

PN (mínimo) =
∆P

ρ.g.hb

= C1Frb
2
 + C2Frb+C3                                                                    (37) 

em que C1 = 0,009, C2 = -0,0734 e C3 = 0,5994 devem ser utilizados para valores 

Froude entre 2,22 ≤ Frb ≤ 4,91, e C1 = 0,1183, C2 = -1,5927 e C3 = 5,4317 para 4,91 ≤ 

Frb ≤ 6,47. Sendo Frb o número de Froude encontrado na quina do degrau, 
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correspondente ao local da ocorrência de hb. 

3.4 Bacias de Dissipação 

O controle da energia de escoamentos supercríticos é um dos desafios em projetos 

de estruturas hidráulicas. A utilização de bacias de dissipação a jusante de 

vertedouros e canais em degraus é muito comum, devido à necessidade de redução 

da energia cinética residual que atinge o pé da estrutura. São recomendadas, 

principalmente, por evitarem e reduzirem as erosões e os solapamentos na base das 

estruturas, as quais podem ser comprometidas por mecanismos como fadiga, 

subpressão e cavitação (CONTERATO, 2014).  

As bacias de dissipação são projetadas para garantir a restituição de vazões aos 

corpos hídricos de maneira segura, com características hidráulicas adequadas ao tipo 

de geologia do leito e margens dos cursos d’água (CONTERATO, 2014). Podem 

funcionar a partir da formação de um volumoso jato originado em uma concha de 

lançamento, sendo conhecido como dissipador do tipo salto esqui, por queda livre, 

jatos cruzados ou ressalto hidráulico (SIMÕES, 2008).  

Comumente, as bacias propostas a jusante de vertedouros em degraus são 

projetadas para desenvolverem a formação do ressalto, fenômeno eficaz e bastante 

conhecido. A ocorrência do ressalto hidráulico resulta em intensa turbulência, com 

movimentos caóticos em todo o escoamento. Ocorrem ondulações na superfície livre, 

aeração e recirculação da água na região do rolo do ressalto pelo estabelecimento de 

grandes vórtices mantidos pelo cisalhamento do escoamento supercrítico que 

expande no choque com o escoamento subcrítico. Como consequência, a perda de 

carga no ressalto hidráulico pode ser considerável para certas condições, fazendo do 

mesmo um fenômeno adequado para o reestabelecimento de condições compatíveis 

com o escoamento existente no rio a jusante da bacia de dissipação, devido a perda 

de energia pela grande turbulência (SIMÕES, 2008; CONTERATO, 2014). 

De acordo com Vischer e Hager (1995) o ressalto hidráulico formado no pé de 

parâmetro inclinado pode ocorrer de cinco maneiras distintas. A classificação foi 

realizada em relação à altura a jusante do ressalto, conforme o grau de afogamento: 

a) Tipo A: ocorre ressalto clássico, onde a lâmina d’água sobre a bacia equivale à 

altura do escoamento subcrítico. Neste caso, o ressalto inicia no pé da estrutura. 
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b) Tipo B: o ressalto surge sobre o paramento (canal de queda) e termina sobre o 

trecho horizontal da bacia. 

c) Tipo C: o ressalto inicia sobre o paramento e termina no ponto de tangência entre 

o vertedouro e o trecho horizontal. 

d) Tipo D: apresenta ressalto totalmente sobre o paramento do vertedouro. 

e) Tipo CI: o ressalto ocorre a jusante do pé da estrutura, sobre a bacia horizontal. 

Neste tipo, o ressalto pode se estender para fora do limite da bacia, causando 

danos ao leito a jusante. 

O conhecimento das características geométricas do ressalto hidráulico, como o seu 

comprimento e alturas conjugadas, e a distribuição das pressões ao longo da estrutura 

é essencial para um dimensionamento seguro e eficiente das bacias de dissipação 

por ressalto hidráulico. Além disso, a estimativa de valores extremos de pressões 

associadas a determinadas probabilidades de ocorrência é de grande relevância para 

a verificação das condições críticas de sua operação (ZANONI et al., 2015). 

De acordo com Conterato (2014), a distribuição de pressão na bacia de dissipação 

sofre influência direta do grau de submergência do ressalto hidráulico, afetando 

principalmente sua parte inicial. Em concordância, as pesquisas realizadas por 

Novakoski (2016) indicam que a distribuição longitudinal das pressões oriundas de um 

ressalto hidráulico formado a jusante de um canal em degraus depende 

intrinsecamente da energia residual disponível na entrada do ressalto.  

Marques et al. (1997) sugerem a utilização da equação 38 para a representação da 

distribuição de pressões médias.  

Px  −  h1

h2 − h1

= f (
x

h2 − h1

)                                                                                                  (38) 

Nesta equação, x é a posição da tomada de pressão e Px corresponde a carga de 

pressão média na posição x, em mH2O. Com esta equação, o autor propõe que os 

resultados adquiridos para a pressão média sejam adimensionalizados em função da 

distância em relação ao pé do canal e agrupados para facilitar a análise da distribuição 

longitudinal das pressões médias que acontecem no fundo da bacia de dissipação.  

Em seus estudos, Marques et al. (1997) encontraram pressões no fundo da bacia de 

dissipação inferiores à correspondente na profundidade média do escoamento, 
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indicando a região como suscetível para a ocorrência de pressões negativas ao longo 

da formação do ressalto hidráulico, com possibilidades de fadiga e de cavitação nesta 

região. Da mesma maneira, Novakoski et al. (2017) apontaram a região entre as 

posições 0.(h2−h1) e 3.(h2−h1) como uma zona de risco de cavitação devido à 

possibilidade de pressões negativas, onde ocorreram pressões médias elevadas no 

ponto mais próximo à calha e em posições próximas a região de impacto da queda 

d’água. 

Análogo a distribuição de pressão média, Marques et al. (1997) também recomendam 

a análise das flutuações de pressão por meio da adimensionalização em função da 

distância em relação ao pé da estrutura, com a aplicação da equação 39. 

σx h2

Ht h1

= f (
x

h2 − h1

)                                                                                                     (39) 

Na equação 39, σx é o desvio padrão da amostra ou valor médio da flutuação de 

pressão na posição x analisada e Ht a perda de carga total, onde a relação σx/Ht 

representa a perda de carga pontual, segundo os autores, e h2 /h1 a influência do 

número de Froude no escoamento. 

Novakoski (2016), experimentalmente, observou as tendências das flutuações de 

pressão ao longo da bacia. Demostrou que as flutuações de pressão têm seus valores 

máximos no pé da calha, com forte diminuição até a posição aproximada de 1.(h2−h1), 

área correspondida à zona de impacto do jato. Na sequência, as pressões seguiram 

diminuindo mais suavemente até a posição cerca de 2,5.(h2−h1), região de influência 

do impacto do jato. A partir desse ponto, os dados começaram a diminuir até a posição 

de 8.(h2−h1), onde os valores tenderam a uma estabilização, posição em que termina 

a influência do ressalto hidráulico.  

Para estimativa de valores extremos de pressões associadas a determinadas 

probabilidades de ocorrência, Marques et al. (1997) recomenda a utilização 

da equação 40. Conforme Lopardo (2003), podem ser adotados valores de 

probabilidades de ocorrência para a avaliação das pressões negativas extremas, a 

tendência à cavitação das estruturas, iguais ou inferiores a 0,1% e 99,9% para 

estimativas das pressões máximas.  

 Pa% = Pm − Na%σx                                                                                                 (40) 
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onde, Pa% é a pressão para uma probabilidade “a” de não excedência, Pm a pressão 

média no ponto x e Na% o coeficiente estatístico de distribuição de probabilidade, 

função da lei de distribuição estatística, como a normal, Pearson III, etc., segundo 

Marques et al. (1997). 

A fim de estabelecer parâmetros para a classificação das bacias de dissipação, 

Peterka em 1984 apresentou um resumo em formato de curvas dos estudos realizados 

no USBR sobre o desenvolvimento de critérios de projeto de bacias de dissipação. 

Em seus resultados recomendou quatro tipos de bacias de dissipação conforme o seu 

comprimento. 

Simões (2008), após analisar as curvas de Peterka (1984) e os seus dados 

experimentais, desenvolveu a equação 41, com a qual relacionou os parâmetros 

adimensionais: o comprimento da bacia em relação à profundidade subcrítica do 

ressalto (Lj/h2) com o número de Froude na seção torrencial (Fr1). 

Lj

h2

= 
Fr1

2
 + CAFr

1
+ CB

CC + CDFr
1

                                                                                              (41) 

Com o uso dessa equação é possível definir o comprimento da bacia de dissipação 

(Lj), que pode ser classificada em Tipo I (LI), Tipo II (LII), Tipo III (LIII) e Tipo IV (LIV), 

conforme foi preconizado por Peterka (1984). As incógnitas CA, CB, CC e CD são 

constantes adimensionais que dependem do tipo de bacia, de acordo com a Tabela 

1. 

Tabela 1 - Constantes adimensionais por tipo de Bacia de Dissipação 

Tipo CA CB CC CD 

I e IV -81,85 61,13 -0,62 -10,71 

II -85,88 13,87 -28,52 -14,50 

III -67,76 6,87 -54,20 -15,62 

Fonte: Simões (2008). 

Porto (1986) apud Simões (2008) destaca alguns cuidados quanto aos limites de 

aplicação de cada bacia e sugere algumas recomendações, como: 

Bacia de Dissipação Tipo I: são indicadas para estruturas com quedas 

superiores a 60 m, escoamentos com vazões maiores que 45 m2/s (calhas 
lisas) e números de Froude entre 4,5 e 9, onde o que seu comprimento 
deve ser é igual ao comprimento do ressalto hidráulico. No caso, pode ser 
calculado com a equação 41. 
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Bacia de Dissipação Tipo II: pode ser utilizada em quedas e vazões 

unitárias não superiores a 60 m e 45 m2/s, respectivamente e, Fr ≥ 4,50 e 
V1 ≥ 18 m/s (calhas lisas). A presença de blocos de queda e soleira 

dentada torna esta estrutura mais compactada que a bacia Tipo I. 

Bacia de Dissipação Tipo III: recomendada para V1 ≤ 18 m/s, q < 18 

m2/s e Fr ≥ 4,50 (calhas lisas). Apresenta blocos de queda, blocos de 
amortecimento e soleira terminal contínua, e ainda é mais compacta do 
que a anterior. 

Bacia de Dissipação Tipo IV: indicada para escoamentos com números 

de Froude entre 2,5 e 4,5 (calhas lisas), em que o ressalto é oscilante. A 
bacia contém blocos defletores e soleira terminal. 

(PORTO, 1986, citado por SIMÕES, 2008). 

As bacias de dissipação tipo I, sem presença de blocos e soleiras, são as mais 

utilizadas em sistemas de dissipação de energia à jusante de vertedouros em degraus. 

São bacias que permitem a formação do ressalto hidráulico sem influência de 

singularidades, consistem simplesmente de fundo plano (CONTERATO, 2014).  

Para a definição do comprimento da bacia de dissipação tipo I é necessário que seja 

estabelecido o comprimento do ressalto. Neste tipo de bacia, é necessário garantir a 

acomodação de todo o seu comprimento de forma a suportar todos a esforços 

impostos por ele (CONTERATO, 2014).  

No mesmo contexto, Simões (2008) destaca que no dimensionamento das bacias de 

dissipação com formação de ressalto é essencial a verificação da altura conjugada do 

regime fluvial, para que seu valor não seja maior que a altura de funcionamento do 

canal de restituição, a fim de evitar o deslocamento do ressalto para jusante. O autor 

ainda enfatiza, a grande relevância da definição da cota de fundo da bacia de 

dissipação, a qual deve estabelecer a formação do ressalto junto ao pé do vertedor e 

dentro dos limites da bacia. 

A cota de fundo da bacia de dissipação pode ser encontrada por processo de 

tentativas, a partir da aplicação das equações da continuidade, da energia e das 

alturas conjugadas do ressalto. Seguindo o procedimento apresentado por Elevatorski 

(1959) e, em seguida, adaptado por Simões (2008), observando a Figura 20 é possível 

notar que a altura do canal em degraus (Z) e a diferença entre a cota do piso do 

primeiro degrau e a cota do nível d’água no canal de restituição (D) podem ser 

relacionadas com as profundidades a montante do ressalto hidráulico (h1) e conjugada 

(h2), conforme mostra a equação 42. 
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Figura 20 – Cota de fundo da bacia de dissipação.  

h2

h1

= 
Z - D

h1

                                                                                                                  (42) 

A relação entre as profundidades a montante do ressalto hidráulico e a altura 

conjugada, situada à jusante do ressalto, considerando a bacia de dissipação um 

canal retangular, relativamente curto e horizontal, pode ser encontrada por meio da 

aplicação da equação de Belangèr, equação 43. Vale a pena destacar que a equação 

de Belangèr na sua dedução desprezou a tensão tangencial no fundo e considerou a 

hipótese da distribuição hidrostática de pressões no escoamento (PORTO, 2006). 

h2

h1

= 0,5 (√1+8Fr1
2
 - 1)                                                                                               (43) 

 

O quadrado do número do número de Froude na seção de escoamento torrencial pode 

ser encontrado de acordo com a equação 44: 

Fr1
2 = 

V1
2

gh1

=
q2

gh1
3
= (

hc

h1

)

3

                                                                                              (44) 

em que hc = (q2/g)1/3 é altura crítica do escoamento. Por conseguinte, substituindo as 

equações 43 e 44 na equação 42, pode ser obtida a equação 45: 

Z

h1

= 
D

h1

 + 0,5(√1+8 (
hc

h1

)
3

 - 1)                                                                                  (45) 

Fazendo as simplificações necessárias para que a formulação seja escrita em termos 

de h1/hc, assim como foi escrito o número de Froude, a equação 45 deve ser 
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multiplicada por h1/hc, resultando na equação 46.    

Z

hC

= 
D

hC

 + 
h1

hC

. 0,5(√1+8 (
h1

hc

)
-3

 - 1)                                                                      (46) 

A partir desta forma, é possível relacionar os adimensionais Z/hc e D/hc, parâmetros 

adimensionais essenciais na definição da cota de fundo de uma bacia de dissipação. 

3.5 Estudos Numéricos de Escoamentos sobre Degraus 

A dinâmica de fluidos computacional ou CFD (do inglês, Computational Fluid 

Dynamics) é a parte da mecânica dos fluidos que, por meio dos recursos 

computacionais, simula o comportamento de sistemas com fluidos em escoamento, 

transferência de calor e massa, dentre outros processos físicos relacionados, como a 

interação entre fluido e estrutura, por exemplo, quando as equações da dinâmica dos 

fluidos são resolvidas simultaneamente com as equações da mecânica dos sólidos. É 

uma área do conhecimento estruturada com base nas equações da Mecânica dos 

Fluidos, em métodos numéricos e em algoritmos computacionais, as quais reúnem as 

equações discretizadas para resolver as equações que representam os balanços de 

massa, quantidade de movimento e de energia em domínios computacionais 2D ou 

3D cujas condições de contorno são conhecidas (FORTUNA, 2000). 

Diante das dificuldades de resolver problemas cada vez mais complexos, a crescente 

necessidade de segurança no detalhamento e a celeridade na elaboração de projetos 

hidráulicos, os pesquisadores têm buscado ampliar seus métodos utilizando a 

modelagem matemática por meio do alto desempenho dos códigos da dinâmica de 

fluidos computacional. Uma ferramenta que vem se mostrando capaz de caracterizar 

muito bem os escoamentos, que pode auxiliar na otimização de projetos e, até mesmo, 

no planejamento de ensaios em modelos reduzidos (ARANTES, 2007). 

Os bons resultados encontrados nas modelagens em conjunto com os avanços da 

tecnologia têm proporcionado o surgimento no mercado mundial de muitos 

programas, como: CFX®, FLUENT®, STAR-CD®, Flow-3D®, Polyflow®, Fidap®, 

CFD++®, CFD-ACE®, OpenFOAM® e outros (ARANTES, 2007).  

Existem evidências que os primeiros estudos com o uso da dinâmica de fluidos 
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computacional foram realizados na década de 80, por meio de estruturas mais 

simples. Em 1988, Sohn, utilizando o pacote computacional FIDAP (Fluid Dynamics 

Analysis Package), simulou numericamente casos de escoamento incompressível, 

laminar e turbulento sobre estrutura com apenas um degrau descendente.  

No entanto, nos últimos anos, um número crescente de trabalhos passaram a ser 

publicados com temas relacionados à simulação numérica de escoamentos em canais 

com o fundo em degraus, a exemplo dos trabalhos de  Benmamar et al. (2003), Cheng 

et al. (2004), Tabbara et al. (2005), Inoue (2005), Dong e Lee (2006), Arantes (2007), 

Jahromi et al. (2008), Naderi Rad et al. (2009), Carvalho e Martins (2009), Bombardelli 

et al. (2010), Lobosco e Schulz (2010), Lobosco et al. (2011), Simões (2012), Tabari 

e Tavakoli (2016), Hamedi et al. (2016), Mansoori et al (2017), Bagatur e Can (2018) 

e Nóbrega et al. (2020). 

Diferentes aspectos referentes aos escoamentos em degraus foram estudados nas 

pesquisas mencionadas, como o desenvolvimento de camadas limite, dissipação de 

energia, aeração do escoamento, efeitos de escala, entre outros. Sendo utilizados na 

maioria dos estudos, os modelos de turbulência k- e RNG k-, destacando Arantes 

(2007), que também utilizou o modelo de tensões de Reynolds SSG, que modela 

diretamente as covariâncias do tensor de Reynolds existente nas equações de Navier-

Stokes com médias de Reynolds (POPE, 2009). 

Alguns pesquisadores adotaram softwares comerciais para realizar suas simulações, 

como o ANSYS CFX® e o Fluent®. Lobosco e Schulz (2010) e Lobosco et al. (2011) 

utilizaram um conjunto de softwares gratuitos, entre os quais o OpenFOAM®. Tabbara 

et al. (2005) analisou o vertedouro em degraus pelo método dos elementos finitos 

usando ADINA-F®. Tabari e Tavakoli (2016) e Mansoori et al. (2017) usaram o Flow-

3D®. 

Especificamente, Arantes (2007) estudou numericamente vertedouros em degraus 

com configurações geométricas e hidráulicas de dados experimentais de vários 

pesquisadores. Entre tais resultados, reproduzidos por meio das simulações 

realizadas pelo Software ANSYS CFX®, foram analisadas a dissipação de energia, a 

distribuição da velocidade, a concentração de ar, os perfis de pressão do degrau, a 

resistência oferecida ao escoamento e a cavitação.  

Entre as comparações realizadas por Arantes (2007), nota-se que houve aderência 
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entre os resultados experimentais e numéricos. Além disso, ele calculou pressões em 

posições dos degraus de difícil acesso para a realização de experimentos, ressaltando 

assim uma das vantagens do uso de simulações numéricas. Na verificação das 

pressões, constatou que as menores pressões ocorrem no espelho dos degraus, 

reafirmando os resultados empíricos de outros pesquisadores, como Tozzi (1992). 

Jahromi et al. (2008) desenvolveu duas equações para estimativa da energia 

dissipada nos vertedouros em degraus a partir de parâmetros adimensionais. O autor 

construiu modelos físicos em laboratório, com angulação da calha de 

aproximadamente 15º e 25º, com números de degraus diversos. Entre suas análises, 

os resultados medidos experimentalmente foram comparados com os dados 

encontrados em estudos anteriores disponíveis na literatura e com simulações 

realizadas pelo ANSYS CFX®. O estudo comparativo entre os dados experimentais e 

as simulações mostrou que com a ferramenta computacional foi possível prever 

resultados aderentes aos encontrados no estudo experimental, com erros menores 

que 6%.  

Naderi Rad et al. (2009), utilizando o Fluent®, investigaram a dissipação de energia 

em vários tipos de vertedouros escalonados, incluindo aqueles com soleiras simples 

e inclinadas. No total, foram construídos 33 modelos numéricos, incluindo 11 grupos 

de vertedouros. O autor concluiu que, a partir da altura constante do vertedouro, a 

dissipação de energia aumenta com o aumento do número de degraus e com a 

diminuição da inclinação da calha. Da mesma forma, para a altura do vertedouro, 

inclinação da calha, número e tamanho dos degraus constantes, há um aumento da 

perda de carga com a inclinação do piso dos degraus. Quando do aumento das 

descargas, em todos os casos ocorre uma redução na dissipação de energia.  

As tendências encontradas Naderi Rad et al. (2009) são semelhantes aos estudos 

experimentais realizados por Chinnarasri e Wongwises (2006), os quais também 

estudaram canais escalonados com pisos inclinados em diversas condições de 

escoamento. 

Lobosco et al. (2011) por meio do software livre OpenFOAM®, usando modelo k-, 

buscou descrever a relação entre o comportamento da superfície da água, o 

desenvolvimento da camada limite hidrodinâmica e a localização do ponto de origem 

da aeração. Nesse estudo, o uso da fluidodinâmica computacional foi bastante 
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eficiente e amplamente satisfatório, o qual demonstrou a importância e os benefícios 

do uso desta ferramenta em projetos de estruturas que interagem com fluidos de forma 

complexa e de características bifásicas. 

As características dos principais estudos numéricos realizados em estruturas com 

degraus nos últimos quatro anos podem ser verificadas no Quadro 2. 

Quadro 2 – Características dos principais estudos numéricos realizados em estruturas com 
degraus 2016 – 2020. 

Autor 
CFD/ 

Software 
Modelo 

Turbulência 
S 

(cm) 
l (cm) 

Inclinação 
(°) 

Número 
de 

Degraus 

Tipo de 
Malha 

Observações 

Hamedi et 
al. (2016) 

FLUENT k- 4,66 14 - - 
não 

estruturada 

Degraus 
inclinados e 
com peitoril 
final. 

Irzooki et al. 
(2016) 

FLOW-3D k- 
5 e 
2,5 

- 
26,5; 45 e 

51,3 
5; 10 e 

25 
- -  

Morovati et 
al. (2016) 

FLOW-3D  RNG k- Vários Vários - - - 

Degraus com 
soleiras nas 
quinas dos 
degraus. 

Bentalha e 
Habi (2017) 

FLUENT k- 5 e 10  - 26,6  - 
não 

estruturada 

Altura de 
degraus não 
uniforme.  

Roushangar 
et al. (2017) 

 ANFIS e 
FFNN 

- - - 45, 25 e 15 - - 

Uso de sistema 
de inferência 
neurofuzzy 
adaptativo 
(ANFIS) e 
técnicas de 
rede neural 
feed forward 
(FFNN). 

Patil et al. 
(2017) 

- - 
7; 6,1 
e 4,9 

11,5; 
17,7 e 
16,9 

- 7; 8 e 10 - - 

Mansoori et 
al. (2017) 

FLOW-3D - 5 15 - 9 - 
Degraus em 
forma de Λ. 

Souto et al. 
(2017)  

API CUDA 
C  

- 10 25 21,8 9 - 

Uso do método 
de partículas 
livre de malhas 
SPH. 

Bai et. al. 
(2017) 

FLUENT k- Vários Vários -  56 - 
Vertedouro 
escalonado em 
forma de V. 

Salmasi e 
Samadi 
(2018) 

FLUENT RNG k- 10 30 -  3 - - 
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Autor 
CFD/ 

Software 
Modelo 

Turbulência 
S 

(cm) 
l (cm) 

Inclinação 
(°) 

Número 
de 

Degraus 

Tipo de 
Malha 

Observações 

Bagatur e 
Can (2018) 

ANSYS 
CFX  

- 10 - 30 -  - - 

Bentalha 
(2018) 

FLUENT k- 5 12,5 21,8 20 
não 

estruturada 
- 

Filho (2018) FORTRAN - 50 - - 1 

Estrutura 
semidescola

da e 
deslocada 

Estrutura com 
um degrau e 
obstáculo de 
seção 
retangular. 

Jiang et al. 
(2018) 

GA-SVR - Vários Vários - - - 

Aplicação da 
regressão de 
máquina (SVR) 
para estimar a 
dissipação de 
energia.  

Li et al. 
(2018) 

FLUENT k- Vários Vários 45 - Híbrida 

Aplicação da 
regressão de 
máquina (SVR) 
em vertedouros 
escalonados 
com 
configurações 
arredondadas e 
afiadas. 

Nóbrega et 
al. (2020) 

SPH - 2,5 5 26,6 20 - 

Aplicação do 
Método da 
hidrodinâmica 
de partículas 
suavizadas 
(SPH) usando 
a 
implementação 
DualSPHysics 
de alto 
desempenho. 

De acordo com resultados encontrados em todas a simulações citadas, ficou evidente 

que o emprego da CFD é capaz de capturar e caracterizar os escoamentos sobre os 

degraus, bem como consegue delinear com adequada precisão as superfícies livres, 

os campos de velocidade e de pressão, as recirculações nas cavidades dos degraus 

e o comportamento rotacional do escoamento nessas regiões. Os softwares utilizados 

pelos autores citados foram bem avaliados e considerados como de alto potencial 

para a avaliação da dissipação de energia em estruturas com degraus, com erros 

compatíveis com os propósitos práticos da engenharia. 
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Os resultados das simulações dos estudos mencionados foram validados por meio de 

comparação com dados experimentais, os quais apresentaram aderência. Os perfis 

de escoamento encontrados estavam conforme as características do tipo de 

escoamento (i.e., nappe flow, skimming flow) e quantitativamente semelhantes aos 

valores medidos nos experimentos.  

Os autores ainda recomendam o uso do CFD em estudos preliminares e para o 

aperfeiçoamento das condições operacionais de projeto no aspecto estrutural (com 

indicação dos esforços decorrentes das pressões) e hidráulico, numa possível 

proposta de melhoria no desempenho de funcionamento das estruturas. Além disso, 

o uso da dinâmica dos fluidos computacional foi indicado como uma ferramenta 

adequada para a verificação de performance, analisar dificuldades, orientar e antever 

possíveis problemas no andamento de projetos. 
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4 METODOLOGIA 

No presente trabalho foram estudados os escoamentos multifásicos em quedas 

sucessivas sem formação de ressalto hidráulico, sobre canais com fundo em degraus, 

utilizando o software da Dinâmica de Fluidos Computacional ANSYS CFX®. 

Da revisão bibliográfica, verifica-se que poucos experimentos em modelos reduzidos 

e poucas simulações numéricas foram realizadas para a caracterização do 

escoamento em quedas sucessivas sem formação de ressalto hidráulico sobre canais 

com fundo em degraus. Tal limitação em relação às pesquisas sobre o tema conduziu 

à uma cuidadosa avaliação da modelagem de tais escoamentos, incluindo testes de 

diferentes modelos de turbulência em comparação a dados experimentais, com o 

intuito de se obter resultados que caracterizem adequadamente o escoamento em 

quedas sucessivas sem formação de ressalto hidráulico. 

O software ANSYS CFX®, programa escolhido para o desenvolvimento das 

simulações deste trabalho, é uma ferramenta de alto desempenho capaz de 

caracterizar diferentes tipos de escoamento (bidimensionais ou tridimensionais, 

monofásicos ou multifásicos, compressíveis ou incompressíveis, estacionários ou 

variáveis, laminares ou turbulentos, entre outros) e pode fornecer características 

relevantes dos escoamentos a partir dos campos de pressão e velocidades, por 

exemplo.  

As simulações foram estruturadas em três etapas de processamento, de acordo com 

a estrutura geral adotada em CFD, também presente no programa ANSYS CFX®: (i) 

pré-processamento, (ii) processamento (solver) e (iii) pós-processamento. A 

metodologia aplicada pelo modelo numérico deste software pode ser visualizada no 

esquema da Figura 21. 
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Figura 21 - Metodologia geral ANSYS CFX. 

A etapa de pré-processamento consistiu na definição do domínio computacional com 

geometria semelhante à do modelo físico ou do protótipo, geração da malha, seleção 

dos modelos físico-matemáticos e das condições físicas do problema, com a definição 

das propriedades do fluido e condições de contorno. Os referidos modelos podem ser 

as equações de conservação de massa e de Navier-Stokes para escoamentos 

laminares, as equações de conservação de massa e de Navier-Stokes com médias 

de Reynolds para escoamentos turbulentos, quando se pretende utilizar modelos de 

turbulência e, em situações mais específicas, pode-se utilizar a simulação numérica 

direta ou a simulação de grandes escalas, além da inclusão das equações da 

termodinâmica para problemas que incluam transferência de calor. Inclui-se também, 

nesse conjunto de equações, a adoção do modelo multifásico quando se pretende 

simular escoamentos em superfície livre, além do modelo de turbulência. 

Com o intuito de definir uma metodologia adequada à realização das simulações, 

foram realizadas análise de sensibilidade para explorar a influência de diversos 

parâmetros nos resultados. Inicialmente, os escoamentos foram verificados sobre 

estrutura com apenas um degrau, onde várias execuções adicionais foram 

desenvolvidas para os testes de geometria, malha e convergência de malha. 

Os domínios computacionais elaborados foram concebidos para ocorrência do regime 
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de escoamento em quedas sucessivas sobre degraus sem ressalto hidráulico, 

utilizando os adimensionais s/l e s/hc. Estes adimensionais, como pode ser visto no 

trabalho de Ohtsu et al. (2001) ou em outras referências, como indicado na Figura 4 

da revisão da literatura, são parâmetros empregados para prever a ocorrência de um 

dos três regimes de escoamento em canais em degraus, os quais consideram as 

dimensões dos degraus, declividade e vazão específica do canal.   

Na escolha dos domínios computacionais foi empregada a metodologia apresentada 

por Simões (2012) para a definição dos valores de s/l e s/hc, o qual reuniu resultados 

de diversos autores em um gráfico e estabeleceu previsão de ocorrência dos 

diferentes regimes de escoamento (Figura 4). Os valores dos adimensionais foram 

selecionados em regiões próximas ao regime de transição, de maneira a garantir que 

pontos adotados estivessem na faixa do regime de escoamento em quedas 

sucessivas sem ressalto hidráulico.  

A seleção da malha seguiu o princípio atrelado ao teorema de Lax e, para algumas 

simulações, alcançou os limites impostos pela versão estudante do ANSYS CFX®, que 

possibilita refinamentos da malha até o limite de 5.105 elementos, valor máximo 

adotado como premissa. As simulações com domínios maiores e que necessitaram 

do uso de malhas mais refinadas, números de elementos acima, foram efetuadas com 

a versão acadêmica do referido programa. Sabendo que os métodos implementados 

no CFX respeitam o teorema de Lax, sendo consistentes, estáveis e, portanto, 

convergentes, foram testadas malhas com refinamentos sucessivos até que fosse 

encontrada a convergência para a malha, que corresponde a um refinamento tal que, 

refinamentos maiores não impliquem mudanças em algarismos significativos. 

No teste de convergência foram adotadas quatro malhas estruturadas com 15.161 a 

263.000 elementos, empregando o modelo de turbulência k- e o modelo multifásico 

não homogêneo. Analisando as diferenças relativas dos valores coletados de hb em C 

= 0,90 (posição da interface água-ar para a qual a fração volumétrica de ar é igual a 

90%), foram adotadas malhas com número de elementos que corresponderam a 

diferenças relativas menores que 1%. Essas malhas apresentaram número de 

elementos maior ou igual a 94.800 elementos ou 191.212 nós. 

Quando se trata da simulação do escoamento em quedas sucessivas sem ressalto 

hidráulico, há pouca informação disponível na literatura sobre qual modelo de 
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turbulência é o mais adequado, sendo este um aspecto abordado no presente trabalho 

pela comparação de simulações com dados experimentais disponíveis na literatura. 

Foram escolhidos para serem avaliados três modelos de turbulência, que são 

frequentemente utilizados para representar a turbulência em escoamentos sobre 

canais em degraus, k-ɛ, RNG k-ɛ e SSG Reynolds Stress (JAHROMI et al., 2008; 

POPE, 2009; BOMBARDELLI et al., 2010; NIKSERESHT et al., 2013; HAMEDI et al., 

2016; SALMASI e SAMADI, 2018). 

A partir da análise dos resultados encontrados, onde o modelo k-ɛ foi tomado como 

referência e comparado com RNG k-ɛ e SSG Reynolds Stress, os desvios 

apresentaram valores menores ou da ordem dos valores de incertezas atreladas às 

possíveis forma de medir a posição da superfície livre. Além disso, foi realizada uma 

segunda análise com os dados obtidos em domínios semelhantes aos empregados 

por Moore (1943) e Rajaratnam e Chamani (1995), tendo sido encontrada aderência 

entre as soluções numéricas e os dados empíricos. 

Por oferecer bons resultados, com custo computacional relativamente menor quando 

comparado aos outros modelos de turbulência (teoricamente, já que não foram 

verificadas com precisão as diferenças entre os tempos de processamento), neste 

trabalho foi adotado o modelo de turbulência k-ɛ. Os domínios foram discretizados 

com número de elementos aproximadamente igual a 500.000 elementos (valor 

máximo permitido pela licença estudante do código empregado). 

O tipo de escoamento adotado nas simulações foi do tipo multifásico, escoamento 

composto por duas ou mais fases de propriedades diferentes e imiscíveis, com a 

definição das propriedades físicas da água e do ar. 

No programa ANSYS CFX® existem dois modelos distintos disponíveis para 

caracterização deste tipo de escoamento: o modelo Euleriano-Euleriano e o Euleriano-

Lagrangeano, para este trabalho foi utilizado o modelo Euleriano-Euleriano. 

No modelo Euleriano-Euleriano ainda é possível classificar o escoamento em dois 

submodelos: o homogêneo e o não homogêneo. Simões (2012) destaca que os 

modelos homogêneo e não homogêneo produzem interfaces semelhantes para 

escoamento sem incorporação de ar, desde que a malha seja refinada o suficiente 

para que isso ocorra. Para malhas menos refinadas, ele apresenta que o modelo 

homogêneo superestima a espessura da interface do escoamento, desta forma 
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restringindo sua utilização, causando uma falsa impressão de incorporação de ar ao 

escoamento. Desse modo, adotou-se o modelo multifásico não homogêneo para 

realização do presente trabalho que, diferente do modelo homogêneo, compartilha 

apenas o campo de pressões entre as fases, resolvendo os demais para cada uma 

das fases. 

A escolha do modelo não homogêneo também levou em consideração os resultados 

obtidos por Simões (2012), o qual comparou dados experimentais correspondentes 

ao escoamento deslizante sobre turbilhões com soluções calculadas com o modelo 

multifásico não homogêneo e o modelo de superfície livre para a interface, tendo 

encontrado aderência entre o experimento e solução numérica para interface definida 

com a fração volumétrica de ar, C = 0,90. 

Empregando o método dos volumes finitos, as equações diferenciais parciais são 

integradas sobre cada volume de controle que compõe a malha, onde as equações 

integrais são convertidas para um sistema de equações algébricas, as quais são 

resolvidas por iteração até convergir ao valor residual pré-estabelecido, considerando 

o regime permanente. Esse processo iterativo faz uso de derivada temporal presente 

nas equações como se o regime fosse variável, mas sem resolver as equações ao 

longo do tempo com uma resolução adequada para que o regime variável seja 

capturado, sendo esta apenas uma estratégia numérica. Em cada iteração é fornecido 

um erro ou resíduo para cada variável dependente, representado pelo seu erro médio 

quadrático (RMS – Root Mean Square) ou pelo valor residual máximo normalizado no 

domínio (MAX), que tende a diminuir quando há convergência, sendo que neste 

trabalho utilizou-se a opção RMS com valor para convergência de 10-5. 

O processo numérico é apresentado durante o funcionamento do programa, sendo 

possível acompanhar as iterações e a convergência dos resultados, que proporcionam 

a visualização e verificações de eventuais problemas numéricos no decorrer do seu 

processamento, como a divergência de um resíduo de uma variável. 

Após o término dos cálculos, com o estabelecimento da convergência da simulação, 

na etapa de pós-processamento, os resultados numéricos foram analisados. Entre 

esses resultados numéricos, inclui-se: campos de pressão, velocidade, perfil do 

escoamento e demais escalares pertinentes ao estudo, como a distribuição de fração 

volumétrica de ar ou água, que permite a visualização da posição da superfície livre.  
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A partir do perfil longitudinal da superfície livre delineado em cada simulação, foram 

determinadas as alturas dos escoamentos na extremidade de cada degrau (hb) para 

uma fração de vazio de 90% e identificadas as posições horizontais, cuja velocidade 

tem valores aproximadamente nulos no piso do degrau, sendo possível localizar os 

pontos de estagnação e zonas de recirculação do escoamento e as regiões de 

ocorrência de pressões máximas. 

Os resultados calculados numericamente foram comparados aos dados experimentais 

dos autores Horner (1969), Pinheiro e Fael (2000), Chanson (2002), Jahromi et al. 

(2008) e Felder et al. (2019). 

No presente trabalho, não foi possível fazer uma análise comparativa com outros 

estudos numéricos, devido à dificuldade de encontrar pesquisas com domínios 

computacionais semelhantes e que fornecessem resultados que pudessem ser 

utilizados. 

Na sequência, com o modelo consolidado, por meio das equações numéricas e 

ferramentas gráficas, foram calculados os principais parâmetros relacionados aos 

escoamentos do tipo quedas sucessivas sem formação de ressalto hidráulico. Como 

resultados da análise dos resultados numéricos, foram desenvolvidas: 

a) uma formulação adimensional relacionando a altura de escoamento, altura crítica 

e grandezas características do canal; 

b) uma formulação adimensional para o pré-dimensionamento de bacias de 

dissipação adequadas a baixos números de Froude e com formação de ressalto, 

posicionadas a jusante do canal em degraus;  

c) uma metodologia para a determinação da cota de fundo da bacia de dissipação 

com formação de ressalto.  

Por fim, foi realizada uma abordagem qualiquantitativa e crítica, com discussão dos 

resultados.  
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5 SIMULAÇÕES NÚMERICAS 

As simulações realizadas, utilizando o programa ANSYS CFX®, contemplaram os 

escoamentos em canal com baixa declividade com fundos em degraus sem formação 

de ressalto. Sendo empregado em domínio bidimensional o modelo multifásico não 

homogêneo, cuja característica principal é o compartilhamento apenas do campo de 

pressões entre as fases (gás-líquido, que aqui é ar e água), e o modelo de turbulência 

k-ɛ.   

Nesta etapa do trabalho, são apresentados alguns aspectos conceituais relacionados 

aos equacionamentos empregados e o método numérico presente no software. Em 

seguida, são apresentados os resultados numéricos e as informações decorrentes 

deles, como as alturas de escoamento nas quinas dos pisos dos degraus ao longo 

dos canais, visando calcular as grandezas de interesse prático e comparar com 

resultados experimentais. 

5.1 Equações Numéricas Representativas 

Como mencionado anteriormente, para a modelagem dos problemas em dinâmica dos 

fluidos são empregadas as equações oriundas dos balanços de massa, da quantidade 

de movimento e de energia, combinadas a leis constitutivas que dão origem à equação 

de Navier-Stokes, por exemplo, para o caso da quantidade de movimento ou segunda 

lei de Newton.  

Considerando-se a hipótese do contínuo e que o fluido seja newtoniano, têm-se as 

equações associadas aos princípios de conservação. A equação da conservação de 

massa originada a partir do Teorema de Transporte de Reynolds, que parte do 

princípio físico da aplicação entre as formulações de sistema e volume de controle é 

representada pela equação 47 (FOX et al., 2011).  

d

dt
∭ ρdVol

vc

+ ∬ ρ
sc

v⃗ .n⃗  dA= 0                                                                                 (47) 

Reconhecendo na equação 47 a vazão em massa ou descarga na integral sobre a 

superfície de controle, quando houver entradas e saídas, pode-se escrever também a 

forma apresentada na equação 48, onde a taxa de variação total da massa dentro do 

volume de controle é igual à vazão em massa que entra no volume de controle menos 
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a taxa na qual a massa escoa para fora do volume de controle (FOX et al., 2011): 

d

dt
∭ ρdVol

vc

 = ∑ ṁ
Entrada

- ∑ ṁ
saída

                                                                        (48) 

Supondo o volume de controle de um tamanho infinitesimal, com dimensões 𝜕x, 𝜕y e 

𝜕z, gerando uma equação diferencial para conservação da massa e aplicando o 

Teorema do Divergente, obtém-se a equação da continuidade para escoamentos 

incompressíveis em coordenadas cartesianas, sendo u, ν e w as velocidades nas 

direções x, y e z, tal como a equação 49 (BIRD et al., 2004):  

∂u

∂x
+ 

∂ν

∂y
+

∂w

∂z
= 0                                                                                                         (49) 

As equações de Navier-Stokes foram desenvolvidas a partir da segunda lei de 

Newton. Inicialmente, Euler deduziu equações diferenciais parciais realizando um 

balanço de forças que não considerou a força de cisalhamento. Mais tarde, Cauchy 

incluiu o tensor das tensões de Cauchy em uma equação originada a partir da segunda 

lei de Newton também, a que conhecemos hoje como equação de Cauchy. Quando o 

tensor das tensões é substituído por uma relação linear entre tensão e deformação 

(válida para fluidos newtonianos), denominada como lei constitutiva, é obtida a 

equação de Navier-Stokes. Navier, um engenheiro civil especialista em pontes, 

apresentou a equação inicialmente, mas sem os aspectos teóricos necessários para 

explicar a sua existência. Em 1845, Stokes apresentou a dedução completa da lei 

constitutiva para o fluido newtoniano e, por isso, as equações recebem o nome de 

Navier-Stokes, em homenagem ao primeiro e ao último cientistas que participaram de 

seu desenvolvimento, embora outros nomes estejam entre esses dois, como Cauchy, 

Poisson, Saint-Venant (SCHULZ, 2003). 

A expressão para um escoamento incompressível, onde o fluido newtoniano 

apresenta tensões viscosas proporcionais as taxas de deformação e coeficiente de 

viscosidade constante, pode ser representada pela equação 50. 

∂u⃗ 

∂t
 +(u.⃗⃗  ⃗∇)u⃗  = -

1

 ρ
∇p + .∇2u⃗ + g⃗                                                                                           (50) 

em que u⃗  é o vetor velocidade,  a viscosidade cinemática, g⃗  o vetor da aceleração da 
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gravidade, ρ a densidade do fluido, p a pressão do fluido,  ∂u⃗ /∂t a aceleração local e 

(u.⃗⃗  ⃗∇)u⃗  a aceleração advectiva (ou convectiva). A força resultante devida ao gradiente 

de pressão é representada por -∇p/ρ e o fluxo líquido difusivo da quantidade de 

movimento por .∇2u⃗ . 

A equação 50 também pode ser apresentada por equações diferenciais não lineares 

em coordenadas cartesianas, conforme as equações 51 a 53 (BIRD et al., 2004). 

ρ (
∂u

∂t
+u

∂u

∂x
+ν

∂u

∂y
+w

∂u

∂z
) =-

∂p

∂x
 + μ(

∂
2
u

∂x
2

+
∂

2
u

∂y
2

+
∂

2
u

∂z
2
)+ ρg

x
                                       (51) 

 

ρ (
∂ν

∂t
+u

∂ν

∂x
+ν

∂ν

∂y
+w

∂ν

∂z
)=-

∂p

∂y
+ μ (

∂
2
ν

∂x
2

+
∂

2
ν

∂y
2

+
∂

2
ν

∂z
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)+ ρg

y
                                         (52) 

 

ρ (
∂w

∂t
+u

∂w

∂x
+ν

∂w

∂y
+w

∂w

∂z
) =-

∂p

∂z
+ μ(

∂
2
w

∂x
2

+
∂

2
w

∂y
2

+
∂

2
w

∂z
2
) + ρg

z
                                       (53) 

5.1.1 Modelos de turbulência 

A turbulência é uma propriedade associada ao escoamento que surge devido a 

existência de determinadas condições impostas ao mesmo, a qual se manifesta pela 

interação e ruptura de turbilhões ou estruturas que não são exatamente turbilhões, 

como destacado por Pope (2009), de várias dimensões, pelo estado caótico do 

escoamento (PINTO, 1994). 

Os principais estudos sobre a teoria estatística da turbulência, que tiveram 

desenvolvimentos importantes nas décadas de 1940 a 1950, foram feitos por 

Kolmogorov (1941), Millionschikov (1939; 1941), Obukov (1941), Heisenberg (1948) e 

Batchelor (1953).  

De acordo com teoria de Kolmogorov, na turbulência a dissipação de energia acontece 

pela transferência da energia cinética do escoamento para os turbilhões ou vórtices, 

os quais aparecem devido a viscosidade do fluido. De acordo com o tamanho dos 

vórtices, a transferência de energia ocorre dos grandes vórtices, que correspondem 

as baixas frequências, para os vórtices menores, associados às altas frequências. Aí 

segue num efeito cascata, com o decaimento da energia, até uma escala na qual a 

dissipação esteja ligada apenas às forças viscosas, como se fosse o escoamento 



79 
 

 

laminar. Neste caso, a energia cinética transferida aos vórtices, é dissipada em forma 

de calor.  

Os escoamentos sobre degraus podem ser classificados como complexos, por ter na 

sua constituição os jatos, esteiras, camadas de mistura, camada limite, descolamento, 

efeitos de rotação, efeitos de estratificação do escoamento multifásico, efeitos de 

curvatura e interações diversas entre esses eventos (ARANTES, 2007). 

A utilização de métodos numéricos diretos para a caracterização não permanente da 

turbulência em escoamentos sobre estrutura de geometrias complexas, muitas vezes 

torna impraticável a simulação numérica com os recursos computacionais atualmente 

disponíveis. Os custos seriam demasiadamente elevados, por necessitar de 

capacidades computacionais para geração de uma malha refinada o suficiente para 

alcançar as menores escalas e de processamento para resolver o sistema de 

equações, que seria excessivamente grande para se atingir o grau de precisão e de 

refinamento capazes de capturar todas as escalas da turbulência. Nesse contexto, 

torna-se indispensável para os casos estudados em situações típicas de engenharia 

o uso de modelos de turbulência, como para simulações de escoamentos em válvulas, 

canais e sistemas extravasores, por exemplo. 

A descrição anterior se refere à simulação numérica direta, do inglês Direct Numerical 

Simulation – DNS. Neste tipo de simulação, as grandezas são resolvidas em função 

do tempo e do espaço sem o uso de aproximações para as equações de conservação 

de massa e de Navier-Stokes, uma vez que a turbulência é dependente do tempo e 

tridimensional, necessariamente.  

Para as soluções das simulações, ao invés de serem usadas as equações para 

quantidades instantâneas, são aplicadas médias temporais ou são feitas 

manipulações para remover as pequenas escalas, originando um grupo modificado 

de equações mais simples computacionalmente para a resolução. No entanto, as 

equações modificadas possuem variáveis desconhecidas adicionais, que precisam de 

modelos de aproximação, onde para a determinação das variáveis adicionais podem 

ser usados os modelos de turbulência (CFX, 2013). 

Quando são empregadas grandezas médias no lugar das grandezas instantâneas, 

são originadas as equações de Navier-Stokes com médias de Reynolds, geralmente 

chamadas de RANS, em uma abreviação de sua nomenclatura em língua inglesa 
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(Reynolds Averaged Navier-Stokes Equations). 

Neste caso, as equações básicas de Navier-Stokes são modificadas com a 

substituição da variável instantânea por sua média mais a flutuação correspondente. 

Matematicamente, sendo o vetor velocidade (u⃗ ) dividido numa componente média (u̅) 

e em uma flutuação em torno da média u', como mostra a equação 54. 

u⃗  = u̅ + u'                                                                                                                      (54) 

Por meio de iterações com as equações de Navier-Stokes origina-se as equações de 

escoamento médio, que por sua vez, contêm termos que envolvem o produto de 

flutuações de velocidades em diferentes direções. E as equações de Navier-Stokes 

passam a se chamar de equações de Navier-Stokes com médias de Reynolds. 

Para escoamentos incompressíveis e turbulentos com altos números de Reynolds, as 

equações de Navier-Stokes com RANS podem ser escritas na forma das equações 

55 e 56. 

∂ρ

∂t
 +∇.(ρu̅) = 0                                                                                                          (55) 

 

∂ρu̅

∂t
 +∇.(ρu̅u̅) = -∇p + ρg + ∇.( - ρu'u'̅̅ ̅̅̅ ) + SM                                                           (56) 

Na adoção da abordagem via RANS, novas incógnitas surgem no processo algébrico 

devido às não linearidades dos termos advectivos. Essas novas incógnitas formam 

um tensor de segunda ordem, denominado tensor de Reynolds, com a seguinte forma 

ρu'u'̅̅ ̅̅̅, o tensor das tensões viscosas,  = μ.∇.u̅, e o termo fonte da equação da 

quantidade de movimento linear, SM, que pode incluir forças decorrentes de campos 

eletromagnéticos em estudos sobre magneto-hidrodinâmica. 

Existem muitas variedades de modelos de viscosidade turbulenta. Dentre os 

existentes mais utilizados nas simulações numéricas, pode-se citar alguns, de acordo 

com a quantidade de equações diferenciais, onde o aumento do esforço 

computacional cresce de acordo com a elevação de número de equações diferenciais 

(ARANTES, 2007).  

Os modelos de turbulência podem ser agrupados da seguinte forma: modelos de zero 

equações, que são modelos formados por equações algébricas; modelos de uma 
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equação diferencial; modelos de duas equações diferenciais; modelos de três ou mais 

equações diferenciais. 

Como exemplo do uso de uma equação diferencial para a energia cinética turbulenta, 

tem-se o modelo de Spalart-Allmaras. Este modelo de turbulência é usado 

especificamente em estudos de aeronaves, por isso sua descrição não é oportuna 

neste trabalho (ARANTES, 2007). 

Em um próximo nível, pode-se fazer referência aos modelos k-ɛ, RNG k-ɛ e k-, que 

possuem duas equações diferenciais na modelagem da turbulência. 

O modelo de turbulência k-ɛ utiliza duas equações de transporte, uma para a energia 

cinética turbulenta (k) e outra para a taxa de dissipação de energia por unidade de 

massa (ɛ). É o mais conhecido entres os modelos que envolvem duas equações 

diferenciais de transporte, sendo também incorporado na maioria dos códigos 

comerciais de CFD (GABBI, 2013). 

O modelo de turbulência RNG k-ɛ foi originado a partir do refinamento do modelo k-ɛ, 

que derivou diretamente das equações de Navier-Stokes instantâneas, usando uma 

técnica matemática denominada por “Renormalization Group Method” (RNG). É um 

modelo que também utiliza duas equações de transporte, no entanto possuem 

coeficientes distintos (GABBI, 2013). 

O k- é um modelo que não usa as funções complexas não lineares de 

amortecimento, as quais são necessárias no modelo k-ɛ. No entanto, é mais robusto 

e exato. O modelo resolve duas equações de transporte, uma para a energia cinética 

de turbulência (k) e outra para a taxa de dissipação de energia por unidade de massa, 

, dividida pela energia cinética turbulenta ( = /k) (GABBI, 2013). 

Há também os modelos que foram construídos diretamente sobre as componentes do 

tensor de Reynolds, conhecidos como modelos de tensões de Reynolds, que contém 

mais de duas equações diferenciais. Existem ainda os modelos de Simulação de 

Grandes Escalas (LES do inglês, Large Eddy Simulation) e os modelos de Simulação 

Híbridos (DES do inglês, Detached Eddy Simulation). 

O modelo de turbulência SSG Reynolds Stress faz parte do grupo de modelos de 

tensões de Reynolds e é baseado em equações de transporte para todos os 

componentes do tensor de tensões de Reynolds e para a taxa de dissipação de 
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energia (GABBI, 2013). 

Já a simulação de Grande Escalas é um tipo de modelagem que está entre a 

Simulação Numérica Direta e a aproximação pela Média de Reynolds aplicada às 

equações de Navier – Stokes. Neste modelo, as menores escalas são modeladas (ou 

seja, não são resolvidas diretamente com as equações de Navier-Stokes e 

conservação de massa) e as maiores são resolvidas com as equações, onde a 

modelagem recebe o nome de Large Eddy Simulation - LES (ARANTES, 2007). 

A modelagem híbrida utiliza a boa descrição parietal de escoamentos turbulentos das 

metodologias RANS em conjunto com a melhor descrição dos escoamentos livres do 

LES. O modelo reúne as qualidades das duas metodologias, sendo o RANS aplicado 

junto às paredes e a LES nas regiões de separação ou escoamento cisalhante livre 

(SPODE, 2006). 

5.1.2 Modelos Multifásicos 

Os modelos multifásicos são utilizados para representar as diferentes fases ou 

misturas dos fluidos presentes nos escoamentos e podem ser classificados em 

modelos multifásicos Euleriano-Euleriano ou Euleriano-Lagrangeano (CFX, 2013). 

O modelo Euleriano-Euleriano considera duas ou mais fases de escoamento pelo 

método de Euler, onde as determinações das grandezas características do campo do 

escoamento são simuladas em função do tempo no volume de controle. Em 

contrapartida, o modelo Euleriano-Lagrangeano considera uma das fases na 

modelagem Euler e a outa na forma Lagrange, que isola o sistema e estuda o 

desenvolvimento individual de cada partícula (ROMA, 2006). 

Os modelos multifásicos Euleriano-Euleriano ainda podem ser subdivididos em 

homogêneo e não-homogêneo (ou modelo de transferência entre fluidos) (CFX, 2013). 

As distintas fases dos fluidos em um escoamento podem ser representadas pelas 

letras , , , etc. Para o cálculo do volume ocupado pela fase  (Vol), contido em um 

pequeno volume (Vol) nas vizinhanças de um ponto de fração de volume (r) é dado 

pela equação 57 (CFX, 2013): 

Vol = r .Vol                                                                                                                         (57) 
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A denotação de cada fase pode ser apresentada de acordo com o número total de 

fases (Np), em que  = 1 a Np.  

A massa especifica efetiva da fase (ρ̃

) pode ser encontrada pela equação 58, para o 

caso em que esta seja a única fase do escoamento, sendo, ρ

 a massa específica do 

fluido, escreve-se (CFX, 2013): 

ρ̃

 = rρ


                                                                                                                   (58) 

A massa específica numa mistura pode ser encontrada por meio do somatório das 

massas específicas efetivas das fases, conforme equação 59. Já a pressão total numa 

simulação multifásica é calculada a partir da equação 60 (CFX, 2013).  

ρ
m

 = ∑ρ


β

r                                                                                                             (59) 

 

PTot = PEst + ∑
1

2
β

ρ

 r u

2                                                                                       (60) 

Os modelos multifásicos não-homogêneos são caracterizados por possuírem um 

campo de solução em separado para cada fase, sendo cada fluido processado em 

seu campo de escoamento. As fases interagem através de um termo de transferência, 

que tendem a equilibrar as interfaces por meio do termo de arrasto e pela transferência 

de calor, quando esta faz parte da modelagem. As equações da continuidade e 

transporte da quantidade de movimento para esse tipo de modelo, respectivamente, 

são dadas pelas equações 61 e 62 (CFX, 2013). 

∂

∂t
(rρ


) + ∇( rρ


u) = SMS + ∑Γβ

Np

=1

                                                                      (61) 

 

∂

∂t
(rρ


u) + ∇(r ( ρ


uu))= - r∇Pβ+∇(rμ

β
(∇u+ (∇u)

T
)) +                        

 

∑(Γβ
+

uδ - Γβ
+

u )

Np

=1

+ SM+ M                                                                                     (62) 

Nessas equações,  SMS significa uma fonte de massa, Γβ a taxa de fluxo de massa 
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por unidade de volume da fase  para a fase , SM o termo fonte da quantidade de 

movimento devido as forças externas, M a força interfacial que age na fase  devido 

a presença de outra fase e o termo Γβ
+

uδ - Γβ
+

u  corresponde à transferência de 

quantidade de movimento induzida pela transferência de massa. 

5.1.3 Transferência de Massa na Interface 

A transferência de massa acontece quando a massa de uma fase é transferida para 

outra através da interface. É um mecanismo aplicado tanto no modelo multifásico 

homogêneo, quanto no não-homogêneo. Sua representação na equação da 

continuidade ocorre pelo termo fonte, conforme a equação 63 (CFX, 2013).  

∂

∂t
(rρ


) + ∇( rρ


u) = S + Γβ                                                                                 (63) 

A Fonte de massa por unidade de volume na fase  ( Γβ), ocasionada devido a 

transferência de massa na interface, é calcula pelas equações 64 e 65 (CFX, 2013). 

Γβ = ∑Γβ

Np

=1

                                                                                                                                    (64) 

Sendo: 

Γβ = - Γβ  →   ∑Γβ

Np

=1

= 0                                                                                             (65) 

Mantendo a indicação de direção do processo de transferência de massa, pode-se 

escrever a equação 66 (CFX, 2013): 

Γβ =Γβ
+  - Γβ

+
                                                                                                              (66) 

Com Γβ
+   0, a taxa de fluxo de massa é positiva por unidade de volume da fase  para 

a fase . E comumente, a transferência de massa interfacial é demonstrada como uma 

fonte de massa no volume de controle em termos de taxa de fluxo de massa por 

unidade de área da fase  para fase , conforme apresentada na equação 67 (CFX, 

2013). 
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Γβ = ṁβ Aβ                                                                                                            (67) 

5.1.4 Modelo de Mistura  

No modelo de mistura, as faces  e  são consideradas como simétricas. A área 

interfacial pode ser calculada em função de uma escala de comprimento na interface, 

pela equação 68 (CFX, 2013). 

Aβ = 
rr

 d

                                                                                                                 (68) 

Considerando duas fases no sistema, pode-se encontrar a escala de comprimento na 

interface com a aplicação da equação 69. As equações 70 e 71 apresentam a relações 

entre os coeficientes adimensionais de transferência entre as fases com o número de 

Reynolds de mistura e número Prandtl, respectivamente (CFX, 2013). 

d = 
rd + rd  

6
                                                                                                      (69) 

 

Re = 
 ρ


|U  −  U| d

 μ


                                                                                         (70) 

 

Pr = 
 μC

P

 λ

                                                                                                                  (71) 

em que,  ρ


,  μ
, 

 CP e λ, respectivamente, são massa específica, viscosidade, 

capacidade específica de calor e a condutividade térmica de uma mistura. Parâmetros 

que podem se relacionar conforme as equações 72 e 73. 

ρ


= rρ

+ rρ

                                                                                                                                   (72)  

 

μ


= rμ

+rμ

                                                                                                           (73)       

5.1.5 Discretização Numérica 

O ANSYS CFX® nas resoluções numéricas utiliza o método dos volumes finitos 

descrito para uma malha computacional, a qual discretiza o domínio computacional 

que representa geometricamente o modelo físico em estudo por meio de linhas e 
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pontos.  

No método dos volumes finitos a malha discretizada no domínio é dividida em 

pequenas sub-regiões, chamadas de volumes de controle. Em cada nó da malha 

existe um grupo de superfícies que compreende o volume finito e todas as 

informações relevantes, variáveis e propriedades do fluido são armazenados nele. 

A forma média das equações de conservação de massa, quantidade de movimento e 

de uma variável escalar podem ser visualizadas em coordenadas cartesianas nas 

equações 74 a 76 (CFX, 2013). 

∂ρ

∂t
+

∂ρuj

∂xj

=0                                                                                                               (74) 

 

(
∂

∂t
(ρui)+

∂

∂xj

(ρujui)) =
∂P

∂xi

+
∂

∂xj

(𝜇eff (
∂ui

∂xj

 + 
∂uj

∂x𝑖
))                                                      (75) 

 

(
∂

∂t
(ρϕ)+

∂

∂xj

(ρujϕ))= 
∂

∂xj

(Γ(
∂ϕ

∂xj

))  + Sϕ                                                                 (76) 

Empregando o método dos volumes finitos, as equações diferenciais parciais são 

integradas sobre cada volume de controle que compõe a malha. Aplicando-se o 

teorema de divergência de Gauss, as equações integrais de volume são convertidas 

em integrais de superfície, onde os volumes de controle passam a não deformar com 

o tempo. A derivada do tempo é desprezada da integral, conforme apresentado nas 

equações 77 a 79 (CFX, 2013). 

d

dt
∫ ρdVol
𝑉c

+ ∫ ρujdnj
𝑆c

                                                                                            (77) 

 

d

dt
∫ ρuidVol
𝑉𝑐

+ ∫ ρujuidnj
𝑆𝑐

= - ∫ Pdnj
𝑆𝑐

+ ∫ 𝜇eff (
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂x𝑖
)dnj

𝑆𝑐

+ ∫ Su𝑖
dVol

𝑉𝑐

            (78) 

 

d

dt
∫ ρϕdVol
𝑉𝑐

+ ∫ ρujϕdnj
𝑆𝑐

= ∫ Γ(
∂ϕ

∂xj

)dnj
𝑆𝑐

+ ∫ SϕdVol
𝑉𝑐

                                           (79) 

Para resolver as integrais de superfícies numericamente é necessário fazer 

aproximações com o uso de funções discretas. A partir dos pontos de integração (ipn), 

localizados no centro de cada superfície que cerca o volume finito, ver Figura 22, 
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surgem as integrais discretas, equações 80 a 83. 

 

Figura 22 – Elemento de malha isolado 

ρVol (
ρ - ρ0 

Δt
)+ ∑(ρujΔnj)ip

ip

= 0                                                                                 (80) 

 

ρVol (
ui - ui

0 

Δt
)+ ∑ ṁip(ui)ip

ip

= ∑(PΔni)ip
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+ ∑(μ
eff

(
∂ui
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+
∂uj
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ipip
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̅̅ ̅̅ Vol        (81) 

 

ρVol (
ϕ - ϕ

0
 

Δt
)+ ∑ ṁipϕ

ip
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= ∑(Γ (
∂ϕ

∂xj

)Δnj)
ipip

+ Sϕ
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Vol (
ρu
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- ρ0u

i

0

Δt
)+ ∑ ṁip(ui)ip

ip

= ∑(PΔni)ip

ip

+ ∑(μ
eff

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

) Δnj)
ip

+

ip

Sui
̅̅ ̅̅ Vol     (83) 

em que Vol é o volume de controle, ip indica um ponto de integração pertencente ao 

volume finito e Δn𝑖 vetor de superfície discreto, sendo ṁip o fluxo de massa sobre uma 

superfície do volume finito, que pode ser encontrado pela equação 84. 

ṁ𝑖p =(ρujΔnj)ip

0
                                                                                                              (84) 

Como resultado da discretização, as equações algébricas de primeira ordem são 
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resolvidas por iteração até convergir ao valor residual pré-estabelecido. O processo 

de integração faz com que as quantidades de massa, movimento, energia e outros, 

sejam conservados em valores distintos para cada volume de controle, levado em 

consideração nas resoluções a interface com os volumes vizinhos. Desta maneira, 

possibilitando obter uma aproximação do valor de cada variável nos pontos 

específicos do domínio, que em conjunto produzem a representação completa do 

comportamento do escoamento (SILVA, 2019). 

Em cada iteração é fornecido um erro ou resíduo para cada variável dependente, 

representado pelo erro médio quadrático (RMS – Root Mean Square) ou pelo valor 

residual máximo normalizado no domínio (MAX), que tente a diminuir quando há 

convergência. 

5.2 Metodologia aplicada ao escoamento em quedas sucessivas 

Para dar início ao processo de utilização do código Ansys CFX® foi necessário definir 

alguns parâmetros para a construção dos modelos, como: dimensões do domínio, 

modelo turbulência, geração da malha, condições de contorno, caracterização dos 

fluidos e condições do escoamento.  

Na construção da geometria, o domínio foi desenhado com o programa Workbench 

da Ansys e a geração da malha foi realizada com o CFX- Mesh. 

5.2.1 Definição da Geometria 

Os domínios computacionais foram definidos de maneira que se estabelecesse a 

ocorrência do regime de escoamento em quedas sucessivas sobre os degraus, sem 

a formação de ressalto hidráulico, utilizando os adimensionais s/l e s/hc.  

Os adimensionais s/l e s/hc selecionados tiveram como referência o gráfico elaborado 

por Simões et al. (2011), que reúne resultados experimentais de diversos autores para 

a previsão dos diferentes regimes de escoamento, citados em sua legenda. Foram 

escolhidos sete pontos situados em regiões próximas ao regime de transição, de 

maneira a garantir que estejam na faixa do regime de escoamento em quedas 

sucessivas sem ressalto hidráulico, conforme pode ser visualizado na Figura 23. 
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Figura 23 – Domínios computacionais selecionados  
Fonte: adaptado de Simões et al. (2011). 

Especificamente, os pontos das simulações 1, 3 e 4 foram selecionados por terem 

sido estudados, respectivamente, por Chanson (2002), Felder et al. (2019), Pinheiro 

e Fael (2000) e Horner (1969). A Tabela 2 apresenta as características das sete 

simulações estudadas. 

Tabela 2 – Dados do domínio das simulações numéricas  

Simulação s/l s/hc α (º) s (m) l (m) Z (m) 

1  0,0594 1,43 3,39 0,143 2,41 1,14 

2 0,1000 1,40 5,71 0,200 2,00 4,80 

3 0,2500 1,39 14,04 0,200 0,80 8,00 

4 0,4200 1,63 22,78 0,200 0,48 4,00 

5 0,5000 1,50 26,57 0,200 0,40 4,00 

6 0,5970 1,59 30,84 0,200 0,34 3,00 

7 0,8000 2,00 38,66 0,200 0,25 3,00 

Um dos domínios computacionais utilizados para representar o canal em degraus nas 

simulações é apresentado na Figura 24. 
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Figura 24 - Domínio computacional, condições de contorno e definições 

A condição de contorno de entrada foi imposta com a velocidade média 

correspondente à vazão simulada, com a fração volumétrica de água igual à unidade 

(apenas água é admitida através da entrada). 

O topo do domínio foi considerado aberto, permitindo apenas o escoamento de ar. 

Neste caso, quando o domínio é aberto significa que o fluido pode escoar para fora 

ou para dentro, conforme as condições do escoamento.  

A extremidade de jusante do canal está aberta para água e ar, condição imposta com 

derivadas nulas e adequada para saídas com escoamentos supercríticos quando se 

considera a parte hiperbólica das equações, em analogia, por exemplo, às equações 

de Saint-Venant. Dessa forma, a altura de escoamento na saída é calculada, sendo 

parte da solução do problema. 

Nas faces laterais do domínio, buscando garantir a característica bidimensional, foi 

usada a simetria e uma malha com elementos cujas dimensões não fossem menores 

que a largura do domínio. Desta maneira, assume-se que os resultados sejam 

representativos de uma condição correspondente a um canal largo, ou seja, com 

largura muito maior que a altura de escoamento de tal maneira que a influência das 

paredes não seja significativa.  

Caso a simulação representasse a condição real de largura de um canal ou 

vertedouro, as malhas seriam tridimensionais, elevando sobremaneira o custo 

computacional. A aproximação bidimensional é razoável para a maior parte dos canais 

em degraus de sistemas extravasores e canais de sistemas de drenagem, uma vez 
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que para essas estruturas as alturas de escoamento são proporcionalmente muito 

menores em relação a largura. 

Os pisos e espelhos dos degraus foram desenhados como contornos sólidos tratados 

com lei de parede e rugosidade absoluta equivalente igual a 0,2 mm, que corresponde 

ao concreto armado liso, segundo Porto (2006).  

5.2.2 Definição da Malha 

Na geração da malha computacional, a qual serve para representar o plano físico 

utilizado na simulação numérica, buscou-se obter a maior divisão possível do domínio 

em pontos discretos.  

A fim de alcançar resultados mais fidedignos aos modelos estudados e com boa 

representatividade, foi necessário realizar um teste de convergência na malha. Que 

por sua vez, objetivou conseguir um nível de refinamento a partir do qual um 

refinamento superior não corresponderia a mudanças em algarismos significativos das 

variáveis de interesse, como a altura de escoamento. 

A seleção do refinamento da malha foi realizada com refinamentos sucessivos e 

comparação entre os resultados.  

Para o teste de convergência foram adotadas quatro malhas não estruturadas com 

15.161 a 263.000 elementos. O modelo de turbulência adotado inicialmente foi o 

modelo k-ɛ em conjunto com o modelo multifásico não homogêneo. O modelo de 

turbulência k-ɛ foi escolhido por ser um dos modelos mais utilizados em simulações 

numéricas para representar escoamentos sobre os degraus, como pode ser visto nos 

trabalhos de Tabbara et al. (2005), Arantes (2007), Jahromi et al. (2010), Lobosco et 

al. (2011), Simões (2012), Hamedi et al. (2016) e Salmasi e Samadi (2018). 

O domínio adotado, com as condições de contorno ilustradas na Figura 25, foi definido 

a partir das características do experimento de Rajaratnam e Chamani (1995), com hc 

= 0,0884 m e s = 0,25 m, incluindo um aerador e uma variável Lp, tal como foram 

empregados pelos referidos autores. A variável Lp foi considerada como o ponto de 

estagnação do escoamento no piso do degrau. Essa variável foi definida por 

Rajaratnam e Chamani (1995) como sendo a posição em que o escoamento se divide 

em uma parte que segue para jusante e outra que se desloca para montante, tendo 
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sido empregada a injeção de corante para a sua visualização. Trata-se de uma 

posição média, uma vez que o escoamento turbulento oscila para montante e para 

jusante (informação pessoal)1. A posição do ponto de estagnação também foi 

empregada por Lin et al. (2007). 

 

Figura 25 – Condições de contorno e definição de variáveis 

Na análise dos resultados encontrados, para comparação, foram calculadas as 

profundidades na quina do canal (hb) para C = 0,90. A altura do escoamento para uma 

fração de vazios em 90% (C = 0,90), corresponde à altura de escoamento bifásica na 

interface entre o ar e líquido.  

Os valores calculados de hb em C = 0,90 foram adotados como padrão, uma vez que, 

em estudos experimentais sobre vertedouros em degraus, esse parâmetro é utilizado 

para definir a posição da interface ar-água, como pode ser visto em Boes e Hager 

(2003), Gonzalez e Chanson (2008) e Felder et al. (2019), por exemplo. 

A partir das simulações, foram obtidos os seguintes resultados: para 15.161 

elementos, hb = 0,06673 m; para 42.000 elementos, hb = 0,06556 m; para 94.800 

elementos, hb = 0,06492 m e, para 263.000 elementos, hb = 0,06449 m. As diferenças 

relativas entre os sucessivos resultados são 1,78%; 0,99% e 0,66%. Tais diferenças 

correspondem a 1,17 mm, 0,643 mm e 0,427 mm.  

Analisando as diferenças relativas, é possível observar que com o refinamento da 

malha elas decrescem e apresentam valores pequenos. Baseado nisso, foram 

adotadas malhas com número de elementos que correspondem a diferenças relativas 

menores que 1% (malhas ≥ 94.800 elementos ou 191.212 nós). 

 
1 Schulz, H.E.; Rajaratnam N. Mensagem recebida por andrezsimoes@gmail.com em 18 de dezembro 
de 2019. 

mailto:andrezsimoes@gmail.com
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Para melhor se adequar as irregularidades na distribuição dos pontos no domínio 

computacional, foram adotadas as malhas do tipo não estruturada. A malha não 

estruturada pode apresentar em sua constituição vários triângulos de diferentes 

formas, para problemas de duas dimensões, e tetraedros para problemas de três 

dimensões. Segundo Munson et al. (2010), este tipo de malha é a mais recomendada 

para geometrias complexas, são mais flexíveis e têm um arranjo de volumes internos 

irregulares, não possuem um padrão na sua disposição, sendo mais precisas que as 

ortogonais para aproximações de superfícies curvas, por exemplo.  

As malhas refinadas por muitas vezes não conseguiram ser geradas, ficavam 

processando um pouco mais 48 horas e nas finalizações apresentavam erro. Em 

alguns casos, o programa conseguiu gerar as malhas, porém com números de 

elementos altos, oferecendo resultados incompatíveis com a versão estudante, sendo 

que na etapa de processamento não realizava os cálculos numéricos. Para as 

simulações com domínios maiores foi necessário fazer o uso da versão acadêmica, 

disponibilizada pela universidade. 

Buscando refinar adequadamente e preservar a qualidade da malha com custo 

computacional adequado, também foi adotada a estratégia de dividir o domínio em 

regiões, de tal maneira que ela fosse mais refinada próxima ao escoamento da água 

e em sua vizinhança, região de interesse, e mais grosseira em regiões mais afastadas, 

com menor interesse para os resultados a serem encontrados.  

A visualização da divisão do domínio pode ser vista na  Figura 26 e o modelo de 

refinamento da malha na Figura 27. 

 

Figura 26 – Divisão do domínio 



94 
 

 

 

 

 

Figura 27 – Refinamento da malha 

5.2.3 Definição do Modelo de Turbulência  

Quando se trata da simulação do escoamento em quedas sucessivas sem ressalto 

hidráulico, há pouca informação disponível na literatura sobre qual modelo de 

turbulência é o mais adequado, sendo este um aspecto abordado no presente trabalho 

pela comparação de simulações com dados experimentais disponíveis na literatura. 

Na definição dos critérios de turbulência teve-se como referência o trabalho do físico-

matemático Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987), especificamente o artigo 

publicado no ano 1941, que contém importantes contribuições ao estudo da 

turbulência, dentre as quais estão as definições para as microescalas de comprimento 

e velocidade dos menores turbilhões. Com essas definições, é possível relacionar as 

suas microescalas com as grandes escalas por meio do número de Reynolds das 

grandes escalas de acordo com a equação 85 (SIMÕES, 2012): 

n'

L
 = Re

-3/4
                                                                                                                 (85) 

Onde n’ corresponde a microescala de comprimento de Kolmogorov, L ao 
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comprimento característico das grandes escalas e Re o número de Reynolds das 

grandes escalas. O número de Reynolds para escoamento do tipo quedas sucessivas 

pode ser calculado pela equação 86. Considerando que o canal retangular é largo e 

possui raio hidráulico aproximadamente igual a altura de escoamento, tem -se a 

equação 87. 

Re =
VDh


 =

4VRh


                                                                                                     (86) 

 

Re =
4Vh


 = 

4q


                                                                                                         (87) 

Empregando a teoria de Kolmogorov para as estimativas dos números de graus de 

liberdade das simulações, assumindo que a altura crítica seja o comprimento 

característico das grandes escalas e que a equação 85 deve ser elevada ao quadrado 

na verificação para escoamento bidimensional e ao cubo para escoamento 

tridimensional, são obtidos resultados da ordem, respectivamente, de 1012 e 1018 

(LANDAU; LIFSHITZ, 1987).  

Tais condições, incluindo a característica não permanente da turbulência, tornam 

impraticável a simulação numérica direta com os recursos computacionais atualmente 

disponíveis. A simulação numérica direta resolveria o escoamento variável, calculando 

as estruturas turbulentas de grandes dimensões até aquelas das menores escalas.  

Para selecionar o modelo de turbulência mais adequado foram avaliados três, a saber: 

k-ɛ, RNG k-ɛ e SSG Reynolds Stress, os quais são frequentemente utilizados na 

representação de turbulência em escoamentos sobre degraus de superfície livre 

(TABBARA et al., 2005; ARANTES, 2007; JAHROMI et al., 2008; POPE, 2009; 

BOMBARDELLI et al., 2010; LOBOSCO et al., 2011; NIKSERESHT et al., 2013; 

HAMEDI et al., 2016; SALMASI; SAMADI, 2018). 

Nas simulações de verificação dos modelos de turbulência foram mantidos os 

domínios da malha refinada com 94.800 elementos, conforme definido anteriormente 

na seleção da malha. Observando os resultados foi possível concluir que o modelo k-

ɛ apresentou uma estabilização mais rápida das variáveis, em torno de 500 iterações, 

sem oscilações e com resíduos muito menores, da ordem de 10-5. O modelo RNG k-

ɛ estabilizou em 784 iterações, com resíduos RMS da ordem de 10-5. Já para o modelo 

SSG Reynolds Stress, os valores começaram oscilar em torno de 10-4 a partir de 2.000 
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iterações, estabilizando as variáveis em 2.718 iterações. 

De acordo com os resultados, tendo em vista que o tempo de processamento das 

simulações aumentam com a complexidade das características geométricas das 

estruturas, definiu-se o modelo k-ɛ para a realização das simulações. Sendo o modelo 

mais simples e que pode apresentar uma diferença significativa no tempo de 

processamento, onde obteve-se 56,8% a menos de iterações, principalmente quando 

forem aplicados em estruturas maiores.  

Nestas condições obtiveram-se as seguintes alturas na quina do degrau para C = 0,90: 

hb = 0,06492 m com o modelo k-; hb = 0,06475 m com o modelo RNG k- e hb = 

0,06435 m com o modelo SSG Reynolds Stress. Para o modelo k- como referência, 

os seguintes desvios foram avaliados: 0,26% ou 0,17 mm comparado ao RNG k- e 

0,88% ou 0,57 mm quando comparado ao SSG Reynolds Stress. Esses valores são 

menores ou da ordem do valor da incerteza atrelada às medições de alturas de 

escoamento, condição que indica a adequação do modelo escolhido para as 

simulações da posição da superfície livre. 

Ainda para uma segunda análise, os resultados obtidos com o modelo k- foram 

comparados aos resultados obtidos em domínios semelhantes aos empregados por 

Moore (1943), com s = 0,15 m, e Rajaratnam e Chamani (1995), com s = 0,25 m. A 

Figura 28 mostra os resultados relativos à energia dissipada adimensional, tal como 

expressa na equação 19, com Z = s e altura de escoamento definida em C = 0,90. 

Observa-se aderência entre teoria e dados experimentais.  

Os dados correspondentes ao ponto de estagnação adimensional são apresentados 

na Figura 28b em comparação aos resultados obtidos numericamente. Mais uma vez, 

nota-se razoável concordância entre as abordagens, o que justifica a escolha do 

modelo k-. 
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Figura 28 - Resultados numéricos obtidos com o k- em comparação aos dados 
experimentais de Moore (1943) e Rajaratnam e Chamani (1995). 

Por oferecer bons resultados, neste trabalho foi utilizado o modelo de turbulência k-ɛ 

nos domínios discretizados com número de elementos aproximadamente igual a 

500.000 elementos, valor máximo permitido pela licença estudante do código 

empregado. 

5.2.4 Condições das Simulações 

Nas condições iniciais de uma simulação devem ser inseridas as grandezas do 

escoamento no instante inicial. Como as simulações realizadas neste trabalho 
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correspondem ao regime permanente, essas condições não foram empregadas. Além 

das condições iniciais, devem ser especificadas as condições de contorno. As 

variáveis correspondentes à condição de contorno à entrada foram impostas para a 

condição de escoamento crítico, ou seja, a velocidade crítica e a altura crítica, 

conforme pode acontecer em sub-regime tipo NA3. 

A Tabela 2 apresentada anteriormente contém as informações sobre os domínios e a 

Tabela 3 contém os valores especificados para as entradas. As equações 88 e 89 

relacionam as variáveis do escoamento crítico. Além disso, para cada simulação, 

foram calculados os números de Froude com as alturas de escoamento sobre as 

quinas dos degraus e as correspondentes alturas relativas à altura crítica, Z/hc. 

q =√ghc
3
                                                                                                                  (88) 

 

V =
q

hc

                                                                                                                      (89) 

Tabela 3 – Dados de entrada das simulações numéricas e intervalos para Froude e Z/hc. 

Simulação q (m²/s) VC (m/s) hc (m) Fr Z/hc 

1  0,10 0,99 0,10 1,6 – 3,4 0 – 11,4 

2 0,17 1,13 0,14 1,5 – 3,8 0 – 33,6 

3 0,17 1,14 0,14 1,5 – 4,0 0 – 55,6 

4 0,14 0,90 0,12 1,6 – 4,4 0 – 32,5 

5 0,15 1,13 0,13 1,6 – 4,1 0 – 30,0 

6 0,14 0,70 0,13 1,8 – 4,2 0 – 23,8 

7 0,10 0,99 0,10 1,7 – 4,0 0 – 30,0 

Os escoamentos simulados são multifásicos, constituídos de água e ar. Para o fluido 

contínuo ser caracterizado em fases, foram utilizadas massas específicas distintas, 

sendo que a massa específica média do ar foi considerada o valor de 1,185 kg/m³ e 

da água 997 kg/m³. 

Para a aceleração da gravidade foi adotado valor igual a 9,806 m/s². Já como 

referência, para que todas as pressões calculadas representem uma relação com a 

pressão relativa, foram adotadas pressões nulas nos contornos do topo e na saída do 

domínio, os quais estão abertos para a pressão do ar. 

As simulações foram realizadas em regime permanente, aplicando os esquemas 
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numéricos de alta resolução para os termos advectivos e para turbulência, 

proporcionando, dessa maneira, resultados melhores nas simulações, apresentando 

esquemas mais robustos numericamente. 

Durante o processamento das soluções numéricas foram avaliadas a convergência 

dos resultados numéricos por meio do monitoramento do erro médio quadrático (RMS) 

ou o valor residual máximo normalizado no domínio (MAX), que tendem a diminuir a 

cada iteração. Nas simulações realizadas neste trabalho utilizou-se a opção RMS com 

valor para objetivo de convergência de 10-5 e foi assumido o número máximo de 1000 

iterações. 

5.3 Resultados das Simulações 

A etapa de pós-processamento envolve o processo de tratamento e apresentação das 

variáveis de interesse, como os campos de pressão, velocidade e demais grandezas 

escalares ou vetoriais pertinentes ao estudo.  

Os resultados obtidos podem ser visualizados por meio de diferentes recursos, como 

gráficos de cores, campos vetoriais, linhas de corrente, entre outros. A visualização 

pode ser feita em todo o domínio ou em regiões específicas.  

Após o término dos cálculos, com a convergência e finalização do processamento, foi 

possível observar que os resultados das simulações estão de acordo com os padrões 

de escoamentos em quedas sucessivas sem formação de ressalto hidráulico. 

Mostram que há concordância com as previsões encontradas na literatura, Chanson 

(2002), e pela metodologia proposta por Simões et al. (2011), baseadas em estudos 

experimentais. 

Nos padrões calculados foram identificados a presença de trechos de escoamento 

com superfície livre paralela ao piso do degrau em quase todas as simulações. Em 

todos os casos, por não terem sido empregados os aeradores de fundo as cavidades 

abaixo do pseudo fundo permaneceram plenamente preenchidas com água.  

Os perfis dos escoamentos pós-processados, conforme ilustrados na Figura 29, são 

representados aqui com o uso do campo de fração volumétrica de ar.  
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 (g) 

Figura 29 – Campo com as frações volumétricas de água e ar: (a) s/l = 0,0594; (b) s/l = 0,10; 

(c) s/l = 0,25; (d) s/l = 0,42; (e) s/l = 0,50; (f) s/l = 0,597; (g) s/l = 0,80. 

A partir dos resultados das simulações, a primeira verificação foi realizada quanto aos 

campos de velocidades, como mostra a Figura 30.  

 

Figura 30 – Detalhe da recirculação nos degraus 

Conforme esperado, foi possível observar o aparecimento da influência da queda do 

jato sobre o piso do degrau, onde o campo de velocidade encontrava-se com valores 

aproximadamente nulos e pressões elevadas. Sendo evidenciado os pontos de 

estagnação localizados nos pisos dos degraus e a existência de bifurcações dos jatos 
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deslizantes, que separam o escoamento vorticoso, situado na zona de recirculação, 

daquele que segue a jusante.  

Desta maneira, as simulações numéricas demonstram que os escoamentos 

modelados se comportam de forma muito similar à realidade experimental, quanto ao 

campo de velocidade e pressão (RAJARATNAM; CHAMANI, 1995; SIMÕES, 2008; 

LIN et al., 2007). 

Numa avaliação mais criteriosa, com base nos perfis das simulações, foram coletadas 

as alturas de escoamento na extremidade de cada degrau para uma fração de vazio 

de 90%, as quais proporcionaram o cálculo dos adimensionais H/Hmáx, Hres/hc, Z/hc, 

Lj/Z e Lj/h2 com o uso das equações citadas na revisão da literatura. 

Com uso das equações 19, 20 e 41, citadas anteriormente neste trabalho, a energia 

dissipada e residual, e o comprimento da bacia de dissipação, aqui representados por 

parâmetros adimensionais, puderam ser calculados. As Tabelas 4 a 10 apresentam 

os principais adimensionais calculados para cada simulação estudada.  

Tabela 4 – Resultados Simulação Numérica 1 (s/l = 0,0594)  

hb Z/hc hb/hc ∆H/Hmax Hres/Hmax ∆H/hc Hres/hc Lj/Z Lj/h2 

[m] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] 

0,0728 0,00 0,73 - - - - - 3,81 

0,0523 1,43 0,52 0,20 0,80 0,58 2,35 6,13 5,12 

0,0476 2,86 0,48 0,38 0,62 1,68 2,68 3,43 5,38 

0,0475 4,29 0,48 0,54 0,46 3,10 2,69 2,30 5,39 

0,0446 5,72 0,45 0,59 0,41 4,26 2,96 1,84 5,53 

0,0445 7,15 0,45 0,66 0,34 5,68 2,97 1,48 5,54 

0,0467 8,58 0,47 0,73 0,27 7,32 2,76 1,17 5,43 

0,0459 10,01 0,46 0,75 0,25 8,68 2,83 1,02 5,47 

0,0490 11,44 0,49 0,80 0,20 10,37 2,57 0,83 5,31 

Tabela 5 – Resultados Simulação Numérica 2 (s/l = 0,1000)  

hb Z/hc hb/hc ∆H/Hmax Hres/Hmax ∆H/hc Hres/hc Lj/Z Lj/h2 

[m] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] 

0,109 0,00 0,762  -  -  - -  -  3,57 

0,073 1,40 0,509 0,16 0,84 0,46 2,44 6,48 5,20 

0,068 2,80 0,475 0,37 0,63 1,61 2,69 3,52 5,39 

0,066 4,20 0,461 0,51 0,49 2,89 2,81 2,42 5,46 

0,062 5,60 0,437 0,57 0,43 4,04 3,06 1,92 5,58 
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hb Z/hc hb/hc ∆H/Hmax Hres/Hmax ∆H/hc Hres/hc Lj/Z Lj/h2 

[m] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] 

0,062 7,00 0,436 0,64 0,36 5,43 3,07 1,54 5,58 

0,059 8,40 0,415 0,66 0,34 6,58 3,32 1,35 5,68 

0,059 9,80 0,415 0,71 0,29 7,98 3,32 1,16 5,68 

0,059 11,20 0,415 0,74 0,26 9,38 3,32 1,01 5,68 

0,059 12,60 0,416 0,77 0,23 10,79 3,30 0,90 5,67 

0,059 14,00 0,415 0,79 0,21 12,18 3,32 0,81 5,68 

0,059 15,40 0,412 0,80 0,20 13,55 3,35 0,74 5,69 

0,059 16,80 0,416 0,82 0,18 14,99 3,30 0,67 5,67 

0,059 18,20 0,415 0,83 0,17 16,38 3,32 0,62 5,68 

0,059 19,60 0,415 0,84 0,16 17,78 3,32 0,58 5,68 

0,059 21,00 0,415 0,85 0,15 19,18 3,32 0,54 5,68 

0,059 22,40 0,414 0,86 0,14 20,56 3,34 0,51 5,69 

0,059 23,80 0,415 0,87 0,13 21,98 3,32 0,48 5,68 

0,059 25,20 0,414 0,88 0,12 23,36 3,34 0,45 5,69 

0,059 26,60 0,415 0,88 0,12 24,78 3,32 0,43 5,68 

0,060 28,00 0,417 0,89 0,11 26,21 3,29 0,40 5,67 

0,059 29,40 0,414 0,89 0,11 27,56 3,34 0,39 5,69 

0,059 30,80 0,414 0,90 0,10 28,96 3,34 0,37 5,69 

0,059 32,20 0,415 0,90 0,10 30,38 3,32 0,35 5,68 

0,059 33,60 0,415 0,91 0,09 31,78 3,32 0,34 5,68 

Tabela 6 – Resultados Simulação Numérica 3 (s/l = 0,2500) 

hb Z/hc hb/hc ∆H/Hmax Hres/Hmax ∆H/hc Hres/hc Lj/Z Lj/h2 

[m] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] 

0,110 0,00 0,76 -   -  -  -  - 3,55 

0,072 1,39 0,50 0,13 0,87 0,38 2,51 6,70 5,26 

0,066 2,78 0,46 0,34 0,66 1,46 2,82 3,67 5,46 

0,061 4,17 0,42 0,43 0,57 2,43 3,24 2,68 5,65 

0,058 5,56 0,40 0,50 0,50 3,55 3,51 2,11 5,74 

0,058 6,95 0,41 0,59 0,41 4,99 3,45 1,67 5,72 

0,058 8,34 0,40 0,64 0,36 6,34 3,50 1,40 5,74 

0,060 9,72 0,42 0,71 0,29 7,93 3,30 1,16 5,67 

0,061 11,11 0,42 0,74 0,26 9,39 3,23 1,00 5,65 

0,060 12,50 0,42 0,77 0,23 10,71 3,29 0,90 5,67 

0,060 13,89 0,42 0,78 0,22 12,08 3,31 0,82 5,68 

0,059 15,28 0,41 0,80 0,20 13,41 3,37 0,75 5,70 

0,061 16,67 0,42 0,82 0,18 14,95 3,22 0,67 5,64 
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hb Z/hc hb/hc ∆H/Hmax Hres/Hmax ∆H/hc Hres/hc Lj/Z Lj/h2 

[m] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] 

0,058 18,06 0,40 0,82 0,18 16,05 3,51 0,65 5,74 

0,058 19,45 0,40 0,83 0,17 17,44 3,51 0,60 5,74 

0,061 20,84 0,42 0,86 0,14 19,12 3,22 0,53 5,64 

0,059 22,23 0,41 0,86 0,14 20,34 3,38 0,52 5,70 

0,061 23,62 0,42 0,87 0,13 21,90 3,22 0,47 5,64 

0,058 25,01 0,40 0,87 0,13 22,97 3,53 0,47 5,75 

0,059 26,40 0,41 0,88 0,12 24,55 3,34 0,43 5,69 

0,061 27,78 0,42 0,89 0,11 26,07 3,22 0,40 5,64 

0,061 29,17 0,42 0,89 0,11 27,44 3,24 0,38 5,65 

0,060 30,56 0,42 0,90 0,10 28,77 3,29 0,37 5,67 

0,061 31,95 0,42 0,90 0,10 30,22 3,23 0,35 5,65 

0,058 33,34 0,40 0,90 0,10 31,31 3,53 0,35 5,75 

0,059 34,73 0,41 0,91 0,09 32,81 3,42 0,33 5,71 

0,061 36,12 0,42 0,91 0,09 34,38 3,24 0,31 5,65 

0,057 37,51 0,40 0,91 0,09 35,46 3,55 0,31 5,75 

0,061 38,90 0,42 0,92 0,08 37,17 3,23 0,29 5,65 

0,061 40,29 0,42 0,92 0,08 38,56 3,23 0,28 5,65 

0,061 41,68 0,42 0,93 0,07 39,94 3,24 0,27 5,65 

0,059 43,07 0,41 0,93 0,07 41,22 3,34 0,26 5,69 

0,059 44,46 0,41 0,93 0,07 42,61 3,34 0,26 5,69 

0,060 45,84 0,42 0,93 0,07 44,06 3,29 0,25 5,67 

0,059 47,23 0,41 0,93 0,07 45,36 3,37 0,24 5,70 

0,060 48,62 0,42 0,93 0,07 46,82 3,30 0,23 5,67 

0,058 50,01 0,40 0,93 0,07 48,05 3,46 0,23 5,73 

0,058 51,40 0,40 0,93 0,07 49,40 3,50 0,23 5,74 

0,059 52,79 0,41 0,94 0,06 50,92 3,37 0,22 5,70 

0,060 54,18 0,42 0,94 0,06 52,41 3,27 0,21 5,66 

0,060 55,57 0,42 0,94 0,06 53,78 3,29 0,20 5,67 

Tabela 7 – Resultados Simulação Numérica 4 (s/l = 0,4200) 

hb Z/hc hb/hc ∆H/Hmax Hres/Hmax ∆H/hc Hres/hc Lj/Z Lj/h2 

[m] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] 

0,091 0,00 0,74 -   - -   -  - 3,75 

0,058 1,63 0,47 0,14 0,86 0,43 2,70 6,07 5,39 

0,050 3,25 0,41 0,29 0,71 1,37 3,38 3,53 5,70 

0,046 4,88 0,37 0,38 0,62 2,43 3,95 2,56 5,85 

0,046 6,51 0,37 0,50 0,50 4,02 3,98 1,93 5,86 
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hb Z/hc hb/hc ∆H/Hmax Hres/Hmax ∆H/hc Hres/hc Lj/Z Lj/h2 

[m] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] 

0,046 8,13 0,37 0,59 0,41 5,65 3,98 1,54 5,86 

0,047 9,76 0,39 0,67 0,33 7,51 3,75 1,25 5,81 

0,048 11,38 0,39 0,71 0,29 9,21 3,67 1,06 5,79 

0,047 13,01 0,38 0,74 0,26 10,70 3,81 0,94 5,82 

0,049 14,64 0,40 0,78 0,22 12,57 3,56 0,81 5,76 

0,048 16,26 0,39 0,79 0,21 14,11 3,66 0,74 5,78 

0,048 17,89 0,39 0,81 0,19 15,72 3,67 0,67 5,79 

0,048 19,52 0,39 0,83 0,17 17,36 3,66 0,61 5,78 

0,047 21,14 0,38 0,83 0,17 18,85 3,79 0,58 5,82 

0,047 22,77 0,38 0,84 0,16 20,48 3,79 0,54 5,82 

0,048 24,40 0,39 0,86 0,14 22,25 3,64 0,49 5,78 

0,047 26,02 0,38 0,86 0,14 23,75 3,78 0,47 5,81 

0,048 27,65 0,39 0,87 0,13 25,46 3,69 0,44 5,79 

0,049 29,27 0,39 0,88 0,12 27,17 3,60 0,41 5,77 

0,048 30,90 0,39 0,89 0,11 28,78 3,62 0,39 5,77 

0,051 32,53 0,41 0,90 0,10 30,69 3,33 0,35 5,68 

Tabela 8 – Resultados Simulação Numérica 5 (s/l = 0,5000) 

hb Z/hc hb/hc ∆H/Hmax Hres/Hmax ∆H/hc Hres/hc Lj/Z Lj/h2 

[m] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] 

0,098 0,00 0,73           3,79 

0,063 1,50 0,47 0,10 0,90 0,29 2,71 6,61 5,40 

0,055 3,00 0,41 0,24 0,76 1,10 3,40 3,84 5,71 

0,052 4,50 0,39 0,38 0,62 2,30 3,70 2,68 5,79 

0,053 6,00 0,39 0,52 0,48 3,87 3,62 1,99 5,77 

0,053 7,50 0,39 0,60 0,40 5,37 3,62 1,59 5,77 

0,054 8,99 0,40 0,67 0,33 7,02 3,47 1,29 5,73 

0,054 10,49 0,40 0,71 0,29 8,52 3,47 1,11 5,73 

0,056 11,99 0,42 0,76 0,24 10,26 3,24 0,93 5,65 

0,055 13,49 0,41 0,77 0,23 11,59 3,40 0,85 5,71 

0,056 14,99 0,42 0,80 0,20 13,19 3,30 0,75 5,67 

0,056 16,49 0,42 0,82 0,18 14,69 3,30 0,69 5,67 

0,056 17,99 0,42 0,83 0,17 16,19 3,30 0,63 5,67 

0,057 19,49 0,42 0,85 0,15 17,78 3,20 0,57 5,64 

0,056 20,99 0,42 0,85 0,15 19,19 3,30 0,54 5,67 

0,055 22,49 0,41 0,86 0,14 20,62 3,37 0,51 5,70 

0,055 23,99 0,41 0,87 0,13 22,08 3,40 0,48 5,71 
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hb Z/hc hb/hc ∆H/Hmax Hres/Hmax ∆H/hc Hres/hc Lj/Z Lj/h2 

[m] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] 

0,056 25,48 0,42 0,88 0,12 23,68 3,30 0,44 5,67 

0,057 26,98 0,42 0,89 0,11 25,28 3,20 0,41 5,64 

0,056 28,48 0,42 0,89 0,11 26,68 3,30 0,40 5,67 

0,059 29,98 0,44 0,90 0,10 28,48 3,00 0,36 5,55 

Tabela 9 – Resultados Simulação Numérica 6 (s/l = 0,5970) 

hb Z/hc hb/hc ∆H/Hmax Hres/Hmax ∆H/hc Hres/hc Lj/Z Lj/h2 

[m] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] 

0,084 0,00 0,67  - -   - -  -  4,23 

0,061 1,59 0,49 0,15 0,85 0,478 2,61 6,05 5,33 

0,053 3,17 0,42 0,31 0,69 1,466 3,21 3,50 5,64 

0,049 4,76 0,39 0,42 0,58 2,601 3,66 2,52 5,78 

0,049 6,35 0,39 0,52 0,48 4,111 3,74 1,91 5,80 

0,051 7,94 0,40 0,63 0,37 5,969 3,47 1,47 5,73 

0,051 9,52 0,41 0,69 0,31 7,584 3,44 1,22 5,72 

0,052 11,11 0,41 0,74 0,26 9,279 3,33 1,02 5,68 

0,053 12,70 0,42 0,77 0,23 10,931 3,27 0,89 5,66 

0,053 14,29 0,42 0,79 0,21 12,550 3,24 0,78 5,65 

0,052 15,87 0,41 0,81 0,19 13,988 3,39 0,72 5,70 

0,054 17,46 0,42 0,83 0,17 15,766 3,20 0,63 5,63 

0,053 19,05 0,42 0,84 0,16 17,340 3,21 0,58 5,64 

0,054 20,64 0,43 0,86 0,14 19,011 3,13 0,53 5,61 

0,054 22,22 0,43 0,87 0,13 20,562 3,16 0,50 5,62 

0,054 23,81 0,43 0,87 0,13 22,126 3,18 0,46 5,63 

Tabela 10 – Resultados Simulação Numérica 7 (s/l = 0,8000) 

hb Z/hc hb/hc ∆H/Hmax Hres/Hmax ∆H/hc Hres/hc Lj/Z Lj/h2 

[m] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] 

0,070 0,00 0,70 -   -  - -   - 3,98 

0,049 2,00 0,49 0,26 0,74 0,92 2,58 4,75 5,31 

0,042 4,00 0,42 0,42 0,58 2,30 3,21 2,78 5,64 

0,039 6,00 0,40 0,52 0,48 3,91 3,60 1,98 5,77 

0,040 8,01 0,40 0,63 0,37 6,01 3,50 1,46 5,74 

0,041 10,01 0,41 0,70 0,30 8,07 3,44 1,16 5,72 

0,042 12,01 0,42 0,76 0,24 10,23 3,28 0,94 5,66 

0,042 14,01 0,42 0,79 0,21 12,28 3,23 0,80 5,65 

0,043 16,01 0,43 0,82 0,18 14,35 3,16 0,69 5,62 
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hb Z/hc hb/hc ∆H/Hmax Hres/Hmax ∆H/hc Hres/hc Lj/Z Lj/h2 

[m] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] 

0,043 18,01 0,43 0,84 0,16 16,41 3,10 0,60 5,60 

0,044 20,01 0,44 0,86 0,14 18,46 3,05 0,54 5,57 

0,043 22,01 0,43 0,87 0,13 20,43 3,08 0,49 5,59 

0,043 24,02 0,43 0,88 0,12 22,40 3,11 0,45 5,60 

0,043 26,02 0,43 0,88 0,12 24,34 3,17 0,42 5,63 

0,043 28,02 0,43 0,89 0,11 26,35 3,17 0,39 5,62 

0,043 30,02 0,43 0,90 0,10 28,44 3,08 0,36 5,59 

Buscando analisar graficamente os resultados numéricos, os parâmetros H/Hmáx, 

H/hc, Hres/hc, e Lj/Z foram correlacionados com Z/hc. Essa abordagem tem um caráter 

prático relevante, que é estabelecer a possibilidade de cálculo dos adimensionais para 

diferentes alturas ou vazões do canal em degraus, uma vez que o adimensional Z/hc 

carrega informações sobre estas grandezas. 

As alturas de escoamento calculadas nas extremidades dos degraus indicam haver 

um comportamento decrescente ao longo do canal, com tendência a um regime 

quase-uniforme. A disposição dos pontos formados pelos adimensionais 

mencionados, os quais podem ser visualizados nas Figuras 31 a 34, apontam para 

tendências coerentes com a física e com resultados empíricos de diferentes autores. 

A partir das relações de H/Hmax e Hres/hc com Z/hc, é observado que a variação da 

energia dissipada, H/Hmax, tem relação diretamente proporcional com altura do canal 

em degraus e é inversamente proporcional a vazão. A taxa de dissipação de energia 

é maior nos primeiros degraus, havendo uma tendência na sua estabilização com o 

aumento do número de quedas sucessivas. Essa constatação acompanha a descrição 

apresentada para as alturas de escoamento. 
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Figura 31 – Relações adimensionais H/Hmáx e Z/hc. 

 

Figura 32 – Relações adimensionais H/hc e Z/hc. 
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Figura 33 – Relações adimensionais Hres/hc e Z/hc. 

Os resultados para o adimensional Lj/z em função de Z/hc apresentam pontos com 

uma tendência bem definida, decrescente e com pouco espalhamento, tal como 

encontrado por Simões (2008) e Simões et al. (2010). 

 

Figura 34 – Relações adimensionais Lj/z e Z/hc. 
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o número de degraus maior é a perda de carga, no entanto ocorrem menores taxas 

de dissipação de energia ao longo das quedas, uma vez que há uma tendência ao 

escoamento uniforme, mostrando comportamento idênticos aos dados empíricos 

apresentados pelos diversos autores: Essery e Honner (1978), Pinheiro e Fael (2000), 

Chanson e Toombes (2002), Renna e Fratino (2010), Chinnarasri e Wongwises 

(2004), Khalaf et al. (2014), Jahad et al. (2016), Tabari e Tavakoli (2016), Patil e 

Jadhav (2017) e Felder et al. (2019). 

Ainda é possível verificar na Figura 34, que o comprimento da bacia de dissipação 

necessita de tamanhos menores com o aumento do número de quedas e para vazões 

menores. 
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6 COMPARAÇÃO COM DADOS EXPERIMENTAIS E DESENVOLVIMENTO DE 

UM MODELO MATEMÁTICO PARA A ALTURA DE ESCOAMENTO E ENERGIA 

DISSIPADA 

Nos locais em que os escoamentos precisam vencer desníveis geométricos elevados, 

o processo de dissipação de energia deve ser cuidadosamente analisado. Conhecer 

a taxa de dissipação de energia ao longo da calha é essencial na elaboração dos 

projetos, pois implicam diretamente na segurança das estruturas.  

Com base nos resultados encontrados nas simulações, para a compreensão dos 

fenômenos físicos que ocorrem nos escoamentos sobre os degraus, nesta etapa do 

estudo propõe-se um modelo matemático adimensional simplificado que o represente 

quantitativamente e proporcione o cálculo direto das alturas de escoamento nas 

extremidades dos degraus e da energia dissipada ao longo do canal em degraus, com 

escoamento em regime de quedas sucessivas sem ressalto hidráulico. 

6.1 Comparação dos Resultados Numéricos com os Experimentais 

Para a validação dos dados calculados, as alturas de escoamento na extremidade de 

cada degrau, para uma fração de vazio de 90%, os adimensionais calculados 

numericamente H/Hmáx e Z/hc, mostrados na Figura 31, foram comparados aos dados 

experimentais de sete pesquisas realizadas pelos autores Horner (1969), Pinheiro e 

Fael (2000), Chanson (2002), Jahromi et al. (2008) e Felder et al. (2019).  

As pesquisas desenvolvidas por estes autores objetivaram estudar o regime de 

escoamento em quedas sucessivas em canais escalonados, cujos detalhes são 

apresentados a seguir, na Tabela 11. 

Tabela 11 – Dados experimentais  

Autor s/l Z/hc s (m) l (m) 

Horner (1969) 0,42 30,7 – 40,3  0,450 1,07 

Pinheiro & Fael (2000) 0,25 8,9 – 53,6  0,050 0,20 

Pinheiro & Fael (2000) 0,33 10,6 – 19,0   0,050 0,15 

Chanson (2002) 0,059 2,1 – 13,2 0,143 2,42 

Jahromi et al. (2008) 0,27 5,0 – 60,1 * * 

Jahromi et al. (2008) 0,47 5,9 – 54,5 * * 
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Autor s/l Z/hc s (m) l (m) 

Felder et al. (2019) 0,25 7,3 – 30,8  0,500 2,00 

 * Não informado pelos autores       

 

Dentre as pesquisas, Chanson (2002) se destacou por apresentar duas equações 

empíricas para o cálculo da energia residual, obtidas com os seus dados, os de Horner 

(1969) e Pinheiro e Fael (2000), válidas para 2,1 < Z/hc < 20 e 30 < Z/hc < 75. E 

recentemente, Felder et al. (2019) investigaram, especificamente, canais com fundo 

em degraus horizontais e sem formação de ressalto hidráulico, e apresentaram 

resultados experimentais sobre aeração, concentração de oxigênio dissolvido e 

dissipação de energia.  

A comparação dos dados numéricos e experimentais pode ser visualizada na Figura 

35. O gráfico permite constatar, por meio dos adimensionais H/Hmáx e Z/hc, que as 

soluções numéricas apresentam comportamentos semelhantes aos dados 

experimentais e aderência à maior parte dos pontos.  

 

Figura 35 – Comparação dos resultados numéricos e experimentais 
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menores que 2,5%.  

As soluções numéricas para s/l = 0,25 também apresentaram aderência aos dados de 

Jahromi et al. (2008) para s/l = 0,27 e Felder et al. (2019), com poucos pontos com 

desvio relativo máximo próximo a 9%, sendo que o primeiro autor teve apenas um 

ponto com desvio de 14% para Z/hc ≈ 5,3.  

Os valores numéricos calculados para s/l = 0,0594, quando comparados aos dados 

experimentais de Chanson (2002), não apresentaram boa aderência, de uma forma 

geral, embora tenham apresentado apenas dois pontos com desvios relativos 

elevados, maior que 100% para Z/hc ≈ 3,2 e igual a 26% para Z/hc ≈ 4,9. Obteve-se 

três pontos com desvios relativos entre 10,1 e 15,8%, sendo que os demais pontos 

apresentaram valores menores que 8,4%. 

6.2 Modelo Matemático Adimensional 

Analisando o comportamento das simulações quanto às alturas de escoamento nas 

extremidades dos degraus, foi observado que as profundidades tendem a decrescer 

no sentido do escoamento até se estabelecer um escoamento quase-uniforme, 

conforme Figura 36. Com base neste comportamento, notou-se a existência de uma 

relação entre os adimensionais hb/hc e Z/hc que pôde ser aproximada com o uso de 

uma tangente hiperbólica combinada a uma potência de Z/hc. 

 

Figura 36 – Resultados numéricos de hb/hc em função Z/hc 
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A partir de uma série de tentativas, o modelo proposto neste trabalho é aquele 

expresso por meio da equação 90. Essa equação possibilita o cálculo de hb/hc em 

função de z/hc. A sua forma matemática implica hb/hc = 1 para Z/hc = 0 e os coeficientes 

a e b são adimensionais. 

hb

hc

=1+a.tgh [(
Z

hc

)
b

]                                                                                                   (90) 

Os cálculos dos coeficientes a e b foram realizados com o auxílio do solver do software 

Microsoft Excel® para minimizar a soma dos erros quadráticos entre os resultados 

numéricos obtidos via CFD e aqueles calculados com a equação 90.  

A equação 90 também foi aplicada aos dados experimentais dos autores Horner 

(1969), Pinheiro e Fael (2000), Chanson (2002), Jahromi et al. (2008) e Felder et al. 

(2019), e o cálculo das constantes a e b, seguiu o mesmo procedimento.  

Os erros quadráticos das soluções do CFD e dos dados experimentais foram 

calculados pelas equações 91 e 92. 

ECFD
2

= (
hb

hc CFD

 - 
hb

hc Calculado

)
2

                                                                                   (91) 

 

EExperimental
2

= (
hb

hc Experimental

 - 
hb

hc Calculado

)

2

                                                               (92) 

Após encontrar os valores de hb/hc por meio da equação 90, foi utilizada a equação 

19 para a obtenção da energia dissipada adimensional.  

Este procedimento teve como intuito uniformizar a maneira de apresentação dos 

resultados, visto que os diferentes autores expressaram seus resultados sob a forma 

de energia dissipada adimensional. Além disso, proporcionam efetuar as 

comparações entre resultados. 

Os valores estimados dos coeficientes a e b podem ser verificados nas Tabelas 12 e 

13, assim como os coeficientes de correlação (R) entre os resultados numéricos de 

H/Hmáx, calculados com informações do CFD, e dados medidos experimentalmente, 

respectivamente, e pela equação proposta. 
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Tabela 12 – Resultados numéricos CFD dos coeficientes a e b 

Simulação 
Coeficientes Numéricos 

s/l a b R 

1 0,0594 -0,637 0,099 0,994 

2 0,10 -0,589 0,372 0,999 

3 0,25 -0,587 0,594 0,998 

4 0,42 -0,612 0,636 0,997 

5 0,50 -0,588 0,981 0,998 

6 0,597 -0,586 0,768 0,996 

7 0,80 -0,577 0,628 0,994 

Tabela 13 – Resultados experimentais dos coeficientes a e b 

Autor 
Coeficientes Experimentais 

s/l a b R 

Horner (1969) 0,42 -0,560 0,872 0,897 

Pinheiro e Fael (2000) 0,25 -0,543 1,011 0,985 

Pinheiro e Fael (2000) 0,33 -0,574 1,063 0,898 

Chanson (2002) 0,059 -0,570 0,903 0,916 

Jahromi et al. (2008) 0,27 -0,573 1,010 0,984 

Jahromi et al. (2008) 0,47 -0,533 1,010 0,922 

Felder et al. (2019) 0,25 -0,614 0,558 0,988 

Para a verificação dos desvios da equação proposta, através dos dados numéricos e 

experimentais, foi realizada uma checagem quanto ao adimensional H/Hmáx. Estes 

adimensionais foram concebidos, utilizando os valores de hb/hc calculados via CFD e 

dados experimentais adquiridos em estudos anteriores, e pelos hb/hc calculados pela 

equação 90 combinada à equação 19. Os resultados podem ser visualizados nas 

Figuras 37 e 38. 
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Figura 37 – Comparação entre resultados numéricos obtidos via CFD e os valores 
calculados com a equação 90. 

 

Figura 38 – Comparação entre os resultados experimentais disponíveis na literatura e os 
valores calculados com a equação 90. 
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Considerando a natureza do escoamento, altamente turbulento, há relatos na 

literatura sobre a dificuldade de medição das alturas de escoamento, como pode ser 

visto em Simões (2012). Desse modo, considera-se que a dispersão observada na 

Figura 38 está de acordo como o esperado para um estudo desta natureza. 

Os coeficientes de correlação entre os dados modelados e os dados experimentais 

de Horner (1969) e Pinheiro e Fael (2000) para s/l = 0,33 foram, aproximadamente, 

iguais a 0,90. Em relação aos dados de Chanson (2002) e Jahromi et al. (2008) s/l = 

0,47, os ajustes apresentaram coeficientes de correlação de 0,916 e 0,922, 

respectivamente, porém com dispersão significativa de alguns pontos, contendo 

poucos pontos com desvios acima de 7%.  

Aos resultados dos demais autores o modelo ofereceu boa aderência, coeficientes de 

correlação para Pinheiro e Fael (2000), s/l = 0,25, igual a 0,985 com poucos pontos 

próximos às retas de desvios de 7%. Já aos valores obtidos por Jahromi et al. (2008), 

s/l = 0,27, e Felder et al. (2019) foram bem correlacionados, apresentaram coeficientes 

acima de R = 0,98. 

A comparação entre as soluções numéricas e os dados experimentais dos autores 

Horner (1969), Pinheiro e Fael (2000), Chanson (2002), Jahromi et al. (2008) e Felder 

et al. (2019) indicou haver aderência com a metodologia proposta, especificamente 

para o cálculo da posição da superfície livre. 

A modelagem proposta foi capaz de representar não apenas as soluções numéricas 

bidimensionais, mas também dados experimentais das sete pesquisas realizadas 

pelos autores citados. Apresentou aderência aos dados experimentais com desvios 

de aproximadamente 7%. Apenas os resultados de Chanson (2002) e Jahromi et al. 

(2008) para s/l = 0,47 resultaram em dispersão expressiva de alguns pontos, embora 

tenham apresentado poucos pontos com desvios acima de 7%. 

A metodologia proposta é simples e direta para o cálculo de h/hc, sendo que a energia 

dissipada para canais em degraus para adimensionais s/l entre 0,0594 e 0,80 podem 

ser estimadas a partir do uso dos coeficientes apresentados na Tabela 12 . A utilização 

da equação proposta em estruturas com valores adimensionais s/l intermediários aos 

pontos estudados, recomenda-se que sejam realizadas interpolações dos coeficientes 

a e b. 
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7 MODELO MATEMÁTICO: PRÉ-DIMENSIONAMENTO DE BACIAS DE 

DISSIPAÇÃO  

A depender da energia residual disponível na base do canal em degraus pode-se 

exigir uma estrutura de dissipação adicional, como uma bacia de dissipação por 

ressalto hidráulico. 

As bacias de dissipação servem para disciplinar os escoamentos até chegar aos 

cursos naturais, que por sua vez podem ter suas condições de equilíbrio modificadas. 

Quanto a formação do ressalto estacionário na base das estruturas escalonadas, 

podemos citar dois possíveis problemas que devem ser evitados, vinculados a 

modificação da altura de escoamento a jusante do conjugado subcrítico:    

a) Deslocamento do ressalto hidráulico devido ao aumento da altura de 

escoamento a jusante do conjugado subcrítico. Quando essa altura passa a ser 

maior que o conjugado subcrítico, o ressalto é deslocado para montante, 

podendo o ressalto ou parte dele ocorrer sobre o canal, ficando submerso 

b) Deslocamento do ressalto hidráulico devido a diminuição da altura de 

escoamento a jusante do conjugado subcrítico. Neste caso, quando a altura 

assume um valor menor que o conjugado subcrítico, o ressalto se desloca para 

jusante podendo se estender para fora do limite da bacia, condição que deve 

ser evitada devido ao risco de ocorrência de erosão regressiva. 

O deslocamento do ressalto hidráulico para jusante pode ocasionar o contato 

do escoamento supercrítico com o leito a jusante, seja um rio ou canal de 

drenagem. A interação entre o escoamento supercrítico e o leito propenso a 

desintegração tem como consequência a formação de um processo de erosão 

regressiva, seguido da perda de sustentação das fundações da bacia de 

dissipação por ressalto hidráulico, como ilustrado na Figura 39. 

 
a) 
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Figura 39 - (a) Ressalto hidráulico estacionário situado na bacia de dissipação; (b) 
Ocorrência de redução do nível d’água a jusante do ressalto e início do deslocamento; (c) 

deslocamento do ressalto para jusante e consequente erosão regressiva. 

No presente estudo, visando estimar parâmetros de projeto relevantes, propõem-se 

formulações adimensionais para o pré-dimensionamento de bacias de dissipação 

adequadas a baixos números de Froude, situadas a jusante de canais em degraus 

submetidos ao regime de quedas sucessivas sem ressalto hidráulico. 

7.1 Modelo Matemático Adimensional: Comprimento de Bacias de Dissipação 

De acordo com os valores de Froude calculados por meio dos resultados das 

simulações, assim como os valores encontrados pelos autores Horner (1969), 

Pinheiro e Fael (2000), Chanson (2002), Jahromi et al. (2008) e Felder et al. (2019), é 

recomendado o uso de bacias do Tipo I ou IV a jusante das estruturas estudadas, 

descritas em Peterka (1984). Neste caso, o comprimento da bacia de dissipação, Lj, 

pode ser calculado usando a equação 41, apresentada por Simões (2008), que obtém-

se a equação 93. 

Lj

h2

= 
Fr𝟏

𝟐
 - 81,85 Fr1 + 61,13

 - 10,71 Fr1 - 0,62
                                                                                    (93) 

Para efeito de apresentação dos resultados foram correlacionados os adimensionais 

Lj/Z com Z/hc. O adimensional Lj/Z, propostos por Simões (2008), foi calculado em 

b) 

c) 
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função de Z/hc, para 2,5 < Fr1 < 4,5, empregando os resultados das simulações 

numéricas e os dados experimentais dos autores citados na Tabela 11. A Figura 40 

mostra a relação entre estes adimensionais. 

 

Figura 40 - Resultados numéricos e experimentais de Lj/z em função z/hc para escoamento 

em quedas sucessivas sem ressalto hidráulico. 

Observando a tendência da curva apresentada na Figura 40, é possível notar que uma 

lei de potência se ajustaria adequadamente, assim como foi proposto por Simões 

(2008) para o escoamento deslizante sobre turbilhões. 

Com base nessas considerações, propõe-se o modelo expresso pela equação 94, que 

é uma lei de potência, para o escoamento em quedas sucessivas sem formação de 

ressalto, que se delineou no intervalo de números de Froude de 3,0 < Fr1 < 4,5.  

Lj

z
=c (

z

hc

)
d

                                                                                                                (94) 

Onde os valores dos coeficientes c e d, também foram calculados com o auxílio do 

solver do software Microsoft Excel® para minimizar a soma dos erros quadráticos entre 

os resultados numéricos obtidos via CFD, dados experimentais dos autores Horner 

(1969), Pinheiro e Fael (2000), Chanson (2002), Jahromi et al. (2008) e Felder et al. 

(2019) e aqueles calculados com a equação 93.  
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Os valores estimados dos coeficientes c e d podem ser verificados nas Tabelas 14 e 

15, assim como os coeficientes de correlação (R) entre os resultados de Lj/Z 

calculados com as informações do CFD e dados experimentais, dos autores citados 

anteriormente, respectivamente, e pela equação 93 proposta. 

Tabela 14 – Resultados numéricos CFD dos coeficientes c e d 

Simulação 
Coeficientes Numéricos 

s/l c d R 

1 0,0594 9,050 -0,947 0,997 

2 0,10 9,470 -0,940 0,999 

3 0,25 10,470 -0,975 0,999 

4 0,42 11,110 -0,972 0,998 

5 0,50 11,220 -0,996 0,999 

6 0,597 10,767 -0,982 0,998 

7 0,80 10,620 -0,986 0,998 

Tabela 15 - Resultados experimentais dos coeficientes c e d 

Autor 
Coeficientes Experimentais 

s/l c d R Fr 

Horner (1969) 0,42 6,282 -0,849 0,963 3,3 - 3,7 

Pinheiro e Fael (2000) 0,33 20,000 -1,237 0,932 3,6 - 4,1 

Pinheiro e Fael (2000) 0,25 11,520 -1,051 0,952 2,9 - 3,5 

Chanson (2002) 0,0594 12,895 -1,074 0,986 2,9 - 4,4 

Jahromi et al. (2008) 0,27 12,562 -1,066 0,991 2,4 - 4,2 

Jahromi et al. (2008) 0,47 11,373 -1,091 0,949 1,7 - 6,6 

Felder et al. (2019) 0,25 14,958 -1,093 0,998 3,4 - 4,5 

 

Os valores de R indicam haver forte correlação entre o modelo proposto, dados 

experimentais e soluções numéricas. Para os resultados das simulações numéricas, 

todos os coeficientes estão acima de 0,99. Apenas os dados experimentais de 

Pinheiro e Fael (2000) para s/l = 0,33 apresentaram coeficiente abaixo de 0,95, valor 

igual a R = 0,932. As comparações quanto aos desvios entre os adimensionais Lj/Z 

calculados via CFD, dados experimentais e pelos calculados pela equação 94, podem 

ser verificadas nos gráficos das Figuras 41 e 42, apresentadas a seguir.  
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Figura 41 – Comparação entre os resultados numéricos (CFD) e os resultados calculados 

pela Equação 94  

 
Figura 42 – Comparação entre os resultados experimentais e os resultados calculados pela 

Equação 94. 

Os gráficos demonstram que existe um excelente ajuste entre a lei de potência e os 

resultados calculados com os dados numéricos e experimentais, este último com 

desvios relativamente menores em relação às comparações precedentes, devido à 

propagação não linear dos desvios até o cálculo de Lj/Z. Observa-se que nas 
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investigações mais recentes feitas por Felder et al. (2019), o qual utilizou 

equipamentos mais modernos, os resultados apresentaram coeficiente bem próximo 

a unidade, R = 0,998.  

Desta forma, pode-se afirmar que é apropriado fazer o uso da equação 94 para as 

estimativas dos comprimentos das bacias de dissipação com números de Froude 

entre 3,0 < Fr1 < 4,5, utilizando os parâmetros c e d da Tabela 14. Em estruturas com 

valores adimensionais s/l intermediários aos pontos estudados, recomenda-se que 

para utilização do modelo os parâmetros sejam interpolados. 

7.2 Modelo Matemático Adimensional: Determinação da Cota de Fundo de 

Bacias de dissipação 

Após relacionar os adimensionais Z/hc e D/hc, parâmetros adimensionais essenciais 

para a definição da cota de fundo de uma bacia de dissipação, a partir da equação 46 

apresentada na revisão da literatura, empregando as soluções numéricas obtidas no 

presente trabalho, obteve-se o formato da curva conforme a Figura 43. 

 

Figura 43 – Curva dos dados numéricos adimensionais Z/hc em função de D/hc  

A relação entre os adimensionais Z/hc e D/hc possibilitaram o estabelecimento de uma 

relação linear, descrita pela equação 95, válida para 0,21 < D/hc < 53,6. Os 

coeficientes de correlação apresentaram valores aproximadamente iguais a unidade. 
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Z

hc

= 1,001
D

hc

+1,989                                                                                                  (95) 

A caráter de validação e verificação das tendências dos dados experimentais dos 

autores Horner (1969), Pinheiro e Fael (2000), Chanson (2002), Jahromi et al. (2008) 

e Felder et al. (2019), os resultados também foram utilizados em conjunto com a 

equação 46, ver Figura 44. 

 
Figura 44 – Curva dos dados experimentais adimensionais Z/hc em função de D/hc 

Observa-se novamente um comportamento linear entre os adimensionais com R² ≈ 

0,99. O resultado do ajuste aos dados experimentais pode ser representado pela 

equação 96, sendo válida para 1,07 < D/hc < 58,2. 

Z

hc

= 0,991
D

hc

+1,996                                                                                                   (96) 

Comparando as tendências dos resultados encontrados, a equação 95 com a 96, é 

possível notar que os coeficientes apresentaram valores próximos. As diferenças 

relativas entre os coeficientes dos dados numéricos e experimentais mostraram boa 

concordância. Contendo diferença entre os primeiros coeficientes da ordem de 0,01 e 

entre os segundos de 0,007. 

Neste caso, recomenda-se o uso da equação 96, que foi encontrada baseada em 

dados experimentais.    
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8 CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES  

Neste trabalho foi proposta uma metodologia para simulação do escoamento em 

quedas sucessivas sem ressalto hidráulico, com o uso do modelo multifásico não 

homogêneo e modelo de turbulência k-. A partir dos resultados obtidos nas sete 

simulações numéricas realizadas para canais em degraus com s/l entre 0,0594 e 0,80, 

foi possível analisar os perfis e as alturas de escoamento, e os campos de velocidade 

ao longo dos canais.  

Numa primeira avaliação, destaca-se que os resultados das simulações apresentaram 

padrões de escoamentos em quedas sucessivas sem formação de ressalto hidráulico 

e demonstraram que os escoamentos modelados se comportaram de forma muito 

similar aos experimentos, quanto ao campo de velocidade e pressão.  

Foram observados a presença de trechos de escoamento com superfície livre paralela 

ao piso do degrau e o aparecimento da influência da queda do jato sobre o piso do 

degrau, onde o campo de velocidade estava com valores aproximadamente nulos e 

pressões elevadas, características principais deste tipo de escoamento. Para este 

último caso, ficou evidenciado os pontos de estagnação localizados nos pisos dos 

degraus e a existência de bifurcações dos jatos deslizantes, que separam o 

escoamento vorticoso, situado na zona de recirculação, daquele que segue a jusante.  

As alturas de escoamento calculadas nas extremidades dos degraus pelas soluções 

numéricas indicaram a ocorrência de profundidades decrescentes no sentido do 

escoamento com tendência ao regime quase-uniforme e, consequentemente, 

apresentaram menores taxas de dissipação de energia com o aumento do número de 

degraus, conforme preconiza a literatura e os dados empíricos.  

As tendências de profundidades quase-uniformes foram identificadas a partir da 

relação Z/hc, aproximadamente, igual a 11. No caso, para análise de estruturas de 

grande porte é possível delimitar as investigações até este local, sendo que as 

profundidades a jusante dele não irão apresentar diferenças significativas e nem 

impactar negativamente na estimativa da dissipação de energia.   

 Foi verificado também que a variação da energia a ser dissipada tem relação direta 

com altura da estrutura escalonada e é inversamente proporcional a vazão, onde a 

taxa de dissipação de energia é maior nos primeiros degraus, havendo uma tendência 
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na sua estabilização com o aumento do número de quedas sucessivas devido à 

tendência ao regime quase-uniforme. 

Desta maneira, pode-se concluir que as resoluções das simulações mostraram que 

quanto maior o número de degraus maior será perda de carga, no entanto ocorrem 

menores taxas de dissipação de energia ao longo das quedas. 

As comparações efetuadas entre as soluções numéricas e os dados experimentais 

dos autores Horner (1969), Pinheiro e Fael (2000), Chanson (2002), Jahromi et al. 

(2008) e Felder et al. (2019), indicaram excelentes aproximações com as 

metodologias propostas, especificamente para o cálculo da posição da superfície livre. 

Elevados coeficientes de correlação e a baixa dispersão dos resultados numéricos em 

relação aos experimentais confirmam a boa aproximação visual destacada nos 

gráficos. 

A primeira metodologia proposta, o modelo da equação da tangente hiperbólica, o 

qual identificou o comportamento de hb/hc em função de Z/hc, conseguiu representar 

adequadamente as tendências observadas com os dados experimentais das sete 

pesquisas realizadas pelos autores citados. A formulação proposta apresentou 

aderência aos dados experimentais, com desvios menores que 7%, sendo que apenas 

os resultados de Chanson (2002) e Jahromi et al. (2008) para s/l = 0,47 tiveram uma 

maior dispersão de alguns pontos, embora tenham apresentado poucos pontos com 

desvios acima de 7%. 

A energia dissipada ao longo do canal em degraus em quedas sucessivas sem 

ressalto hidráulico pode ser estimada por meio do modelo da equação da tangente 

hiperbólica para estruturas com adimensionais s/l entre 0,0594 e 0,80, a partir do uso 

dos coeficientes apresentados na Tabela 12.  

De acordo com os valores de Froude calculados por meio dos resultados das 

simulações, assim como os valores encontrados pelos autores Horner (1969), 

Pinheiro e Fael (2000), Chanson (2002), Jahromi et al. (2008) e Felder et al. (2019), é 

indicado o uso de bacias do Tipo I ou IV a jusante das estruturas estudadas, descritas 

em Peterka (1984), que para efeito de apresentação dos resultados foram 

correlacionados os adimensionais Lj/Z com Z/hc. 

A formulação adimensional proposta para o pré-dimensionamento de bacias de 

dissipação adequadas a baixos números de Froude (3,0 < Fr1 < 4,5) a jusante de 
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canais em degraus submetidos ao regime de quedas sucessivas sem ressalto 

hidráulico apresentou coeficientes de correlação com excelente aproximação dos 

resultados numéricos e experimentais. Sendo apropriado fazer o uso desta equação 

para avaliação dos comprimentos das bacias de dissipação com números de Froude 

entre 3,0 < Fr1 < 4,5, utilizando os parâmetros c e d da Tabela 14.  

Em estruturas com valores adimensionais s/l intermediários aos pontos estudados, 

recomenda-se que para utilização dos modelos propostos os coeficientes a, b, c e d 

sejam interpolados. 

Na determinação da cota de fundo da bacia de dissipação, após relacionar os 

adimensionais Z/hc e D/hc, parâmetros adimensionais essenciais para a definição da 

cota de fundo de uma bacia de dissipação, observou-se um comportamento linear 

entre os adimensionais com coeficiente de correlação próximos da unidade. Quando 

comparado às tendências dos resultados encontrados dos resultados numéricos com 

os experimentais, foram observadas diferenças relativas pequenas, na ordem da 

segunda casa decimal, evidenciando boa concordância. Neste caso, é indicado o uso 

da equação encontrada através de dados experimentais. 

Devido à complexidade das variáveis relacionadas a este tipo de escoamento, em 

conjunto com os contínuos avanços computacionais e numéricos, as simulações 

numéricas são capazes de avaliar e aperfeiçoar as condições operacionais de projetos 

de estruturas escalonadas seguidas de bacias de dissipação, tanto no aspecto 

hidráulico quanto no estrutural. Assim como, podem também ser usadas para orientar 

e antever possíveis problemas em sistemas existentes.  

As equações propostas, tal como demonstrado nas comparações, possuem 

comportamentos semelhantes aos da literatura, exceto quando considerado o trabalho 

de Chanson (2002). Em todos os casos, recomenda-se que as equações propostas 

não devam substituir estudos experimentais em modelos físicos. 

Como recomendações para estudos futuros, a partir dos resultados das simulações 

realizadas podem ser analisados os resultados de campo, a distribuição/gradientes 

de velocidades e pressões; as probabilidades e riscos de ocorrência de cavitação; as 

Tensões de Reynolds, observando os campos de k-; e a variabilidade da dissipação 

de energia dentro do domínio, verificando as zonas de maior gasto energético. 
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